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 Costruzione di un Sistema Bonus Malus
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Costruzione di un Sistema 
Bonus Malus


5.1 La Distribuzione del Numero di Sinistri
Le distribuzioni di probabilità del numero di sinistri e del danno costituiscono la base tecnica del rischio. Obiettivo dell’assicuratore è quello di definire un modello probabilistico adatto a rappresentare la rischiosità della Compagnia. A seguire verranno sinteticamente discusse le caratteristiche di diversi modelli, con lo scopo di individuare quello ottimale per le esigenze di un assicuratore. Tra i diversi modelli, la distribuzione di Poisson fornisce una buona descrizione della distribuzione del numero dei sinistri a livello di singolo assicurato, ma si dimostra essere inadeguata a livello di sinistri osservati nel portafoglio assicurativo in quanto non è in grado di cogliere l’eterogeneità che caratterizza i diversi guidatori. Assumere che il portafoglio sia perfettamente omogeneo è poco realistico, e considerandolo non avrebbe senso introdurre un Sistema Bonus Malus perché tutti gli assicurati si ritroverebbero a pagare lo stesso premio in quanto non verrebbe considerata la loro passata storia di sinistrosità. I modelli probabilistici scaturenti, invece, dalla Poisson misturata (Poisson-Gamma, Poisson-Gaussiana inversa), contemplando la rischiosità di ciascun assicurato, sono maggiormente utilizzati per comparare differenti Sistemi Bonus Malus e per definire un sistema ottimale in grado di offrire un buon accostamento ai dati relativi ai sinistri. In generale, la Poisson-Gamma è il modello probabilistico più frequentemente adottato perché rappresenta il miglior mix tra bontà di adattamento ai dati e proprietà teoriche che permettono una semplice derivazione della distribuzione del numero di sinistri a livello di portafoglio. 

A seguire vengono illustrate le principali caratteristiche dei modelli che la letteratura attuariale da sempre utilizza per descrivere la distribuzione del numero di sinistri in funzione delle caratteristiche di sinistrosità degli assicurati. Come già detto, il premio puro di portafoglio nell’anno t è fattorizzato nelle componenti di frequenza sinistri e costo medio. Dato che si fa riferimento a grandezze di portafoglio, il premio puro assume la forma di premio medio generale, calcolato secondo la relazione:
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Al fine di individuare un processo che replichi la dinamica dei sinistri del portafoglio, viene definito con 
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 il numero dei sinistri che colpiscono la polizza nell’anno t, e con 
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  l’importo del danno relativo all’s-esimo sinistro dell’anno t. Da tale assunzione, si formulano le seguenti ipotesi:
· il numero dei sinistri 
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  è indipendente dal costo dei sinistri 
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· il costo di sinistri diversi accaduti nello stanno anno è identicamente e indipendentemente distribuito ed è invariante nel tempo.
5.1.1 Modello di Poisson
La distribuzione di Poisson è una delle funzioni di probabilità atte a descrivere il processo che definisce 
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 il numero di sinistri accaduti tra [0,t], la distribuzione del numero di sinistri assume la forma:
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(5.2)
con  
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 e frequenza sinistri 
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Il processo di Poisson gode delle seguenti proprietà:
1. la probabilità che si verifichi un sinistro durante un intervallo di tempo è proporzionale alla durata dell’intervallo, in particolare non dipende dal momento iniziale;
2. la probabilità che due o più sinistri si verifichino nello stesso intervallo di tempo è trascurabile;
3. i sinistri relativi a intervalli temporali disgiunti sono indipendenti.
La media e la varianza della Poisson sono entrambe pari a 
[image: image11.wmf]l
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 mentre l’indice di asimmetria
 è
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dove 
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 è considerata costante.

Importante proprietà della distribuzione di Poisson è la convulazione, per la quale date m variabili aleatorie indipendenti distribuite secondo una Poisson di parametro 
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, la somma di dette variabili è ancora una Poisson con parametro pari alla somma delle medie:



[image: image16.wmf](

)

÷

ø

ö

ç

è

æ

Þ

å

å

i

i

i

i

i

i

Poisson

~

N

Poisson

~

N

l

l


(5.5)
Per la terza proprietà, il processo di Poisson ha incrementi stazionari e indipendenti. In particolare, dato l’intervallo di tempo
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, le variabili 
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 sono tutte variabili di Poisson indipendenti con parametro 
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 e non dipendenti dal tempo. Se i sinistri si distribuiscono come una Poisson di parametro
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, i tempi di attesa tra gli accadimenti sono variabili esponenziali con media 
[image: image22.wmf]l
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, indipendentemente e identicamente distribuite e caratterizzate da “perdita della memoria”. Infatti, indicando con W il tempo di attesa tra due sinistri successivi
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(5.6)
la distribuzione del tempo di attesa per il sinistro successivo è sempre la medesima, indipendentemente da quanto tempo sia passato dall’ultimo. Il processo di Poisson è quindi senza memoria, con accadimenti completamente casuali. L’esistenza di tali proprietà rende la Poisson sufficientemente adatta a modellare il comportamento sinistroso dell’individuo, e questo è il motivo per cui è tuttora la distribuzione più comunemente utilizzata nel processo di tariffazione.
Per verificare la bontà di adattamento ai dati, si fa ricorso a test statistici. Il test statistico più utilizzato per valutare la bontà di un modello è il test Chi-quadro nel quale N indica il massimo numero di sinistri osservato e r il numero dei parametri stimati:
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(5.7)
Essendo un test asintotico, è necessario definire raggruppamenti di classe caratterizzati da una frequenza attesa sufficientemente elevata. 

Nelle applicazioni assicurative, un Chi-quadro elevato è un risultato derivante dalle classi della coda destra della distribuzione, generalmente le meno popolate. Questo potrebbe essere non finanziariamente significativo, ma sicuramente ha un’importanza statistica perché quel valore elevato di Chi-quadro denota quella manciata di assicurati situati sulla coda della distribuzione che sono coinvolti in quattro o più sinistri e che la Compagnia tenta di eliminare per alleggerirsi da questa maggiore pericolosità.

Il test Chi-quadro è certamente il test più conosciuto per la sua flessibilità, praticità e capacità di adattarsi alla maggior parte delle situazioni, comunque non è lo strumento più potente proprio a causa dello scarto di informazione risultante tra il raggruppamento di classi e la selezione arbitraria di classi nel continuo.

In realtà, il portafoglio di polizze RCA risulta eterogeneo, discostandosi così dalle caratteristiche ideali richieste dalla Poisson per un buon accostamento ai dati empirici.

5.1.2 Mistura di Poisson
Dal processo di Poisson si evince come il comportamento degli assicurati sia diversificato e come l’eterogeneità del portafoglio RCA necessiti di un modello che individui la differente sinistrosità dei profili di rischio. A questo scopo, si assuma che la distribuzione del numero di sinistri per ciascun individuo sia una Poisson:
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dove il parametro
[image: image26.wmf]l

 varia da individuo a individuo al fine di catturare la sinistrosità che contraddistingue ciascun assicurato. Se si assume di non conoscere la sinistrosità dei singoli, allora 
[image: image27.wmf]l

 è uno degli accadimenti di una variabile casuale 
[image: image28.wmf]L

, dotata di una propria distribuzione di probabilità (generalmente di tipo continuo).

Pertanto, ragionando in termini di sinistrosità di portafoglio e non di singoli individui, la distribuzione del numero di sinistri risulta:
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dove 
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 è il numero di sinistri  e 
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 è la funzione di densità della variabile aleatoria 
[image: image32.wmf]L

, detta anche funzione struttura. In letteratura, tale distribuzione è nota come Mistura di Poisson
Assegnare una distribuzione al parametro 
[image: image33.wmf]l

 significa introdurre una nuova componente di variabilità, che come tale comporterà una qualche dispersione intorno al valor medio. Non c’è da meravigliarsi, quindi, che una qualunque Mistura di Poisson presenti una varianza maggiore della media. A fronte di ciò, la proprietà:
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(5.10)
non è più verificata. In particolare la varianza della mistura è pari alla somma tra la varianza della Poisson e la varianza della distribuzione misturante.
5.1.3 Modello della Binomiale Negativa
A seconda della distribuzione che assume 
[image: image35.wmf])
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, la Mistura di Poisson individua delle modellistiche note. In particolare, se la funzione struttura si distribuisce secondo una Gamma di parametri 
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(5.11)
la distribuzione del numero di sinistri del portafoglio è descritta da una Binomiale Negativa, la cui funzione di probabilità è (5.12):
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La Binomiale Negativa (come risultato di un modello Poisson-Gamma) di parametri 
[image: image41.wmf]a
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   è un modello con media, varianza e indice di asimmetria rispettivamente pari a
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(5.15)
Il modo più semplice per calcolare le probabilità secondo una distribuzione Binomiale Negativa utilizza la seguente relazione ricorsiva:
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con
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(5.17)
La Binomiale Negativa, quindi, conduce a una buona rappresentazione del comportamento di sinistrosità dei guidatori quando si contemplano due valide assunzioni: l’ipotesi di distribuzione Poissoniana per i singoli assicurati e l’ipotesi Gamma  per la funzione struttura. Inoltre, sotto particolari condizioni dei parametri, la Binomiale Negativa converge ad una Poisson:
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Il parametro 
[image: image49.wmf]a

 può, quindi, essere interpretato come una misura del grado di eterogeneità del portafoglio: all’aumentare di 
[image: image50.wmf]a

 il portafoglio diviene via via più omogeneo, i sinistri accadono in maniera casuale e la loro distribuzione si avvicina a quella poissoniana.

5.1.4 Modello della Poisson-Gaussiana inversa
Nonostante la Binomiale Negativa si presenti come uno dei modelli più utilizzati per modellizzare il processo di sinistri, la letteratura attuariale individua delle valide alternative. Una delle più apprezzate (soprattutto dalla scuola francese
) è la distribuzione Poisson-Gaussiana inversa, che parte dall’assunzione di una Poisson misturata per esprimere la sinistrosità del portafoglio, come nel modello precedente, ma nella quale la variabile casuale 
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 è descritta da una distribuzione Gaussiana inversa di parametri g e h (
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Il modello di Poisson-Gaussiana inversa ha media 
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. La probabilità che si verifichino 
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 sinistri nel portafoglio può essere calcolata ricorsivamente grazie alla formulazione sviluppata da Willmot
:
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(5.22)
5.1.5 Modello Good-Risk/Bad-Risk

In un processo Poissoniano misturato la funzione struttura può essere interpretata in maniera dicotomica. Si ipotizzi che il portafoglio sia costituito da due sole categorie di guidatori: una frazione 
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 di buoni guidatori (distribuzione di Poisson con parametro 
[image: image61.wmf]1

l

) e la rimanente frazione 
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 di cattivi guidatori (distribuzione di Poisson con parametro 
[image: image63.wmf]2
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). In questa modo la distribuzione del numero di sinistri del portafoglio è rappresentata da un modello, detto appunto Good-Risk/Bad-Risk, che coglie questa distinzione:
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con 
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La varianza è 
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dove 
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5.2 La Distribuzione della variabile Danno

Ai fini della rappresentazione dell’ammontare del danno Z, i dati empirici evidenziano un’accentuata prevalenza di sinistri di piccolo importo, che da un punto di vista più tecnico sono riconducibili a una distribuzione della variabile danno non simmetrica, o meglio positivamente asimmetrica.

Pertanto, la ricerca dei modelli atti a descrivere questa variabile deve essere fatta all’interno di quelle strutture che soddisfano la condizione di asimmetria strettamente positiva. Tra i modelli più utilizzati si ricordano:
· la densità di Pareto
· la densità lognormale
· la Weibull

· la Gamma
5.3 Modelli di Adeguamento del Premio

Il premio equo per un qualunque rischio del portafoglio di contratti assicurativi RCA, nell’ipotesi che esso sia assicurato nella forma Bonus Malus, è ottenuto, in un qualunque anno, moltiplicando il coefficiente di premio 
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, della classe j di appartenenza, per un premio equo di riferimento (dell’iniziale classe tariffaria), il quale tiene pertanto conto degli elementi che l’assicuratore ha introdotto ai fini della classificazione a priori. 
Lasciando inalterata l’ipotesi che la base tecnica del rischio e le condizioni contrattuali di copertura non varino nel tempo, si indichi con K il premio equo di riferimento (costante nel tempo). A partire dal premio equo iniziale, corrisposto dall’assicurato al tempo 0,
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il premio equo adeguato al tempo 
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 è ottenuto mediante applicazione del modello semplificato di adeguamento
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dove 
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 rappresenta, in questo caso, la classe di appartenenza del rischio nel precedente anno t. In un sistema Bonus Malus, la coppia di valori 
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 non costituisce un riassunto esaustivo dell’osservazione perché, considerando la storia di sinistrosità degli individui, può accadere che:
· due rischi che hanno denunciato un eguale numero n di sinistri nei premi t anni possono essere assegnati a classi differenti nell’anno 
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, nei primi t anni possono essere assegnati ad una stessa classe nell’anno 
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A partire dal premio iniziale 
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 e ipotizzata la costanza nel tempo del premio di riferimento, il premio medio di esperienza relativo al rischio nel generico anno 
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dove 
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 è la probabilità che, in tale anno, il rischio sia assegnato alla classe j. Queste probabilità sono formulate sulla base di opportune ipotesi probabilistiche sulla sinistrosità del rischio in esame. In particolare, nell’ipotesi che il numero di sinistri denunciati sia descritto da una mistura di Poisson con funzione peso di tipo Gamma, la determinazione delle probabilità 
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 risulta sufficientemente agevole mediante l’impiego del procedimento ricorsivo, i cui riferimenti sono stati qui trattati nella distribuzione Binomiale Negativa. 
5.4 Valutazioni Attuariali

La norme che regolano la disciplina assicurativa tra i vari paesi sono estremamente diversificate a fronte della totale libertà dei governi di imporre un proprio sistema. Ovviamente l’approccio a un sistema Bonus Malus dipende dalla normativa, e sarà tanto più sofisticato quanto più sono restrittive le leggi di ciascun paese. Comunque, la comparazione tra i Bonus Malus Systems di ciascuna nazione può essere interessate per permettere a ciascuno di valutare la propria “severità” rispetto agli altri. Ovviamente la comparazione deve avvenire sotto le stesse ipotesi, tra cui la più importante è l’assunzione di una frequenza sinistri comune, il cui livello medio su scala internazionale è vicino al 10%. Questa ipotesi è accettabile perché mentre la frequenza nei paesi nordici è al di sotto del 5%, nell’area mediterranea è molto vicina al 20%. Ovviamente queste differenze significative devono essere opportunamente considerate anche quando si comparano i diversi sistemi
.
Un assicurato può entrare nel sistema, nella classe iniziale, solo dopo aver conseguito la patente di guida. Durante l’intera storia di guida, le regole di transizione sono applicate al rinnovo annuale del contratto al fine di determinare la nuova classe come determinazione della sua storia di sinistrosità. La Compagnia rilascia al contraente, in occasione di ogni scadenza del contratto, l’attestato di rischio, il documento che indica il numero dei sinistri denunciati negli ultimi cinque anni e la classe di merito a cui deve essere assegnato l’assicurato per l’anno successivo. Di questi sinistri denunciati, solo quelli colposi penalizzano il posizionamento sulla scala Bonus Malus.
I Sistemi Bonus Malus possono essere comparati dal punto di vista dell’assicurato o della Compagnia. L’approccio è lo stesso, ma le assunzioni circa le distribuzioni di probabilità del numero di sinistri varia. Per esempio, se la distribuzione di Poisson è accettata per il numero dei sinistri di un singolo assicurato, le differenze tra diversi guidatori la rendono inadeguata per descrivere la rischiosità a carico di un assicuratore. Distribuzioni come la Binomiale Negativa e la Poisson-Gaussiana inversa sono più appropriate per rappresentare le perdite del portafoglio.
Gli indici utilizzati come strumenti per definire l’evoluzione di un Bonus Malus System sono calcolati enfatizzando prevalentemente la posizione dell’assicurato. Il numero dei sinistri si distribuisce secondo una Poisson di parametro 
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, dove 
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 è la frequenza sinistri di uno specifico assicurato
.
5.4.1 Coefficiente Medio di Premio
L’equilibrio tecnico tra i premi ed i risarcimenti relativi ai rischi del portafoglio è inizialmente garantito mediante la fissazione di un premio di riferimento K tale che
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ed è realizzato anche al tempo t se il coefficiente medio di premio è uguale al coefficiente di premio iniziale (certo) 
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L’impossibilità pratica per l’assicuratore di applicare congrue maggiorazioni di premio ai rischi caratterizzati da più elevati livelli di rischiosità fa sì che i Sistemi Bonus Malus in vigore nei mercati assicurativi presentino un andamento decrescente nel tempo del coefficiente medio di premio. L’insufficienza del premio medio e il disequilibrio tecnico (dalla differenza 
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5.4.2 Premio di equilibrio

L’andamento decrescente nel tempo del coefficiente medio di premio costringe l’assicuratore ad operare un adeguamento nel tempo del premio di riferimento per poter realizzare, anche nell’anno 
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, l’equilibrio tecnico tra i premi e i risarcimenti. Il fattore di adeguamento del premio di riferimento è
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dove 
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Il premio di riferimento così adeguato, ossia l’importo 
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, può essere opportunamente interpretato come premio d’equilibrio del sistema Bonus Malus nell’anno 
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In un sistema caratterizzato da un andamento decrescente nel tempo del di 
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, l’assicuratore si impegna pertanto ad applicare all’assicurato, in un qualunque anno, i coefficienti di premio 
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, riferiti a premi di riferimento via via crescenti nel tempo. Alternativamente si può dire che l’assicuratore applica al premio di riferimento coefficienti di premio 
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 crescenti nel tempo
.
L’adeguamento nel tempo del premio di riferimento produce evidenti effetti negativi sulla capacità del sistema BM di premiare i migliori rischi del portafoglio, in quanto essi vengono in questo modo a beneficiare di uno sconto effettivo di premio inferiore a quanto inizialmente promesso. Il paradosso sta nel fatto che se un rischio raggiunge la migliore classe e, in assenza di sinistri, vi permane nel tempo, vede il suo premio addirittura accresciuto ad ogni rinnovo di contratto. Questo evidenzia una mancanza di trasparenza attualmente presente nei mercati assicurativi.
5.4.3 Coefficiente di Variazione del Premio
Siccome lo scopo dell’assicurazione è quello di trasferire un rischio dall’assicurato alla Compagnia, il premio degli assicurati varia a seconda del livello di solidarietà presente in portafoglio. Più precisamente, se non si considera la personalizzazione a posteriori del premio, la variazione di quest’ultimo è nulla in quanto si realizza una condizione di perfetta solidarietà tra le classi assicurate. Qualora, invece, si tenga conto dell’experience rating, i premi personalizzati variano di anno in anno in funzione della storia di sinistrosità dei singoli. Quanto più i rating factors sono in grado di cogliere la rischiosità degli assicurati, tanto più i premi “su misura” pagati dagli assicurati riducono l’effetto solidaristico tra le classi. Il legame tra gli assicurati è quindi indebolito. Per avere un’idea della nuova misura di solidarietà si calcola la variabilità dei premi annui attraverso un indice detto coefficiente di variazione del premio, che essendo un parametro adimensionale non necessita di conversioni monetarie:
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dove 
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Generalmente, il coefficiente di variazione parte da zero nei primissimi anni, quindi incrementa finché gli assicurati raggiungono la massima classe di sconto, infine decrescono fino a che la stazionarietà è raggiunta.
5.4.4 RSAL – Relative Stationary Average Level

Il livello medio di stazionarietà relativa misura la posizione di un guidatore standard, su una scala da zero a uno, una volta che il sistema Bonus Malus ha raggiunto la sua condizione di stazionarietà, ottenuta dopo circa trenta anni
. In questo lasso di tempo, infatti, i sistemi più sofisticati vedono un premio che va riducendosi gradualmente fino a raggiungere una media e una varianza pressoché costanti. Si tratta di un intervallo di tempo molto ampio, tenuto conto del “periodo di guida” di un assicurato: siccome non guida per più di sessanta anni, un intervallo di trenta anni per raggiungere un premio stazionario è davvero eccessivo. 

L’RSAL restituisce il grado di concentrazione delle polizze nelle classi migliori del BMS. Un’apparente, imprescindibile conseguenza dell’implementazione di questo sistema, come è stato più volte detto, è la progressiva diminuzione del livello di premio medio osservato a causa del raggruppamento delle polizze nelle classi a più elevato sconto. A fronte di ciò, in un dato anno, il numero totale delle classi di bonus assegnate agli assicurati che non hanno fatto sinistri è molto più grande del numero delle classi di malus assegnate ai guidatori sinistrosi, e il premio medio si abbassa. Con questo meccanismo, dopo pochi anni la maggior parte delle polizze è concentrata nelle classi con maggior sconto della scala BM. Per mantenere il sistema Bonus Malus in equilibrio finanziario, senza aumentare il premio di riferimento, sarebbe necessario penalizzare ciascun sinistro di otto o nove classi. Questa azione sarebbe statisticamente giustificata, ma procurerebbe una penalizzazione commercialmente impossibile da applicare. Per compensare questa perdita, quindi, l’assicuratore si trova costretto ad incrementare il premio base, anche se in questo modo si annulla lo scopo principe per cui è nato questo sistema, ovvero penalizzare i sinistrosi e premiare i guidatori che non procurano sinistri.
L’indice RSAL che valuta quantitativamente questo fenomeno è così definito:
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Espresso come percentuale, questo indice determina il posizionamento dell’assicurato medio quando il premio più basso è uguale a 0 e il più alto è 100. 
Un valore basso dell’RSAL indica un elevato raggruppamento delle polizze nelle classi migliori; un valore elevato dell’indice, invece, suggerisce una migliore distribuzione delle polizze tra le classi. Se il valore dell’indice è basso, però, significa che implicitamente il sistema sta penalizzando i nuovi assicurati che pagherebbero un premio di accesso alla classe sostanzialmente più elevato del livello di premio medio stazionario.

Tra i limiti di questo indice si ricordano il fatto che non si tiene conto del livello di premio delle classi peggiori scarsamente popolate, e che si fa un’assunzione di portafoglio chiuso. Qualora, invece, si tenesse conto di un portafoglio aperto, l’RSAL assumerebbe valori più elevati perché le uscite sono inferiori rispetto alle entrate.
5.4.5 L’elasticità di un sistema Bonus Malus
Le variabili casuali numero dei sinistri e ammontare del sinistro sono spesso assunte come indipendenti. Questa assunzione essenzialmente afferma che il costo di un incidente non è sotto il controllo dell’assicurato. Il grado di attenzione alla guida influenza, per lo più, in numero dei sinistri e molto meno il costo degli stessi. Questa ipotesi è stata oggetto di molte discussioni, ma il fatto che la maggior parte dei paesi che adottano questo sistema penalizzino il numero di sinistri, indipendentemente dal loro ammontare, indica che questa assunzione è largamente accettata. L’importante implicazione che ne segue è che la rischiosità del singolo può essere sintetizzata con la frequenza sinistri 
[image: image106.wmf]l
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L’elasticità di un sistema Bonus Malus misura la risposta del sistema a cambiare la frequenza sinistri. Ovviamente è facile presupporre una dipendenza tra queste due grandezze: un incremento della frequenza sinistri potrebbe provocare lo stesso incremento del premio.

Da un punto di vista più analitico, se si indica con 
[image: image107.wmf])

(

P

l

 il premio medio stazionario associato alla frequenza sinistri 
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, idealmente un incremento 
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 della frequenza dovrebbe condurre a uguale variazione del premio 
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In formule, l’elasticità di una BMS è espresso nel seguente modo:
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ed esprime l’elasticità del premio medio di stazionarietà rispetto la frequenza sinistri, nota anche come efficienza di Loimaranta
.

Si parla di elasticità perfetta quando 
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ma in generale si verifica che la variazione del premio è inferiore alla variazione della frequenza. Dalle rilevazioni emerge che i bassi tassi di elasticità osservati, insieme ai bassi coefficienti di variazione del premio, indica che l’implementazione dei Sistemi Bonus Malus riducono, e non eliminano, la solidarietà tra classi di rischio. 
5.4.6 The Average Optimal Retention

Un effetto collaterale dei Sistemi Bonus Malus è la tendenza degli assicurati a non denunciare i sinistri di lieve entità per evitare di subire il rincaro del premio. In alcuni paesi, l’esistenza di questo fenomeno chiamato “fame di bonus” viene tenuto sotto controllo dalle diverse normative. Per esempio, in Germania la penalità non viene applicata se l’assicurato rimborsa alla Compagnia il costo del sinistro. 
Siccome l’obiettivo principale dei Sistemi Bonus Malus è ottenere la migliore distinzione tra buono e cattivo rischio, la determinazione della strategia ottimale volta a questo scopo diventa un problema decisionale basato sull’individuazione dell’algoritmo che calcola il livello di retention, cioè il livello sotto il quale è nell’interesse dell’assicurato non riferire il sinistro. Il problema decisionale può essere così formulato:
▪ Definizione di una Strategia

Si definisce una strategia per l’assicurato 
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 è il livello di retention associato alla classe i. Il costo di un sinistro, il cui ammontare è inferiore o uguale a questo livello, è sostenuto dall’assicurato. Si consideri un assicurato che abbia causato al tempo t un sinistro di importo x, e si indichi con 
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 la funzione di densità della variabile casuale X rappresentativa del costo di un sinistro.

La probabilità che un sinistro non venga riportato alla Compagnia  è:
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La probabilità di riferire esattamente k sinistri è:
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Il numero atteso di sinistri riportati è:
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Il costo atteso dei sinistri non riportati è:
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Assumendo l’indipendenza tra il numero e l’ammontare dei sinistri, l’assicurato paga, in media, per la compensazione dei sinistri non riportati:
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L’aspettativa di costo che tiene conto dei sinistri non denunciati è:
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dove 
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 è un fattore di sconto che compara i presenti pagamenti con i futuri risparmi, e 
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 indica che tutti i sinistri sono considerati a metà periodo.

Il sistema di s equazioni in s incognite è così strutturato:
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ha un’unica soluzione, rappresentata dal vettore 
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 che esprime una valutazione del costo per ogni possibile strategia.

▪ Determinazione della Strategia Ottimale

L’assicurato che causa un sinistro di importo x al tempo t può agire in due modi:
1) non denuncia il sinistro e quindi l’aspettativa di costo totale è:
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dove m è il numero di sinistri già denunciato nel periodo in esame

2) denuncia il sinistro, quindi l’aspettativa di costo diventa:
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Il limite di retention 
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 è il costo dei sinistri per il quale ciascuna delle due azioni è equivalente a:
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Questo sistema fornisce una nuova strategia 
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 per l’assicurato in corrispondenza del vettore di costo 
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Riassumendo, il primo sistema definisce 
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, il secondo 
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 dato 
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. Presi insieme, i due sistemi compongono un nuovo sistema di due equazioni in due incognite la cui soluzione esprime la strategia ottimale 
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 associata al costo 
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. Questo sistema viene risolto tramite approssimazioni successive.
▪ Prima Iterazione

A) Si selezioni una strategia 
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. La più interessante (anche se non ottimale perché non permetterebbe di raggiungere la soluzione nel più breve numero di passaggi) sarebbe 
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, che consiste nel riportare tutti i sinistri. Questa strategia iniziale permette di calcolare il miglioramento del costo atteso a fronte della presenza di alcuni sinistri non denunciati. Il primo sistema individua il vettore costo 
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 di questa strategia iniziale.
B) Il secondo sistema, grazie al precedente step, fornisce una migliore strategia 
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▪ Seconda Iterazione

A) Sostituendo 
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 nel primo sistema si ottiene il costo 
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 della strategia, più basso rispetto al costo associato alla strategia 
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B) Sostituendo 
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 nel secondo sistema, otteniamo una strategia migliorata 
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▪ Iterazioni successive

Successive iterazioni di 
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 e 
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 nei due sistemi conducono a una sequenza di strategie perfezionate e riducono il costo, che velocemente converge alla soluzione ottima 
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5.4.7 Tasso di Convergenza di un Bonus Malus
Si indichi con 
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 la probabilità di transizione della catena di Markov associata a ciascun sistema BM e 
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 la probabilità di transizione dell’n-esimo passaggio, cioè la probabilità di passare dalla classe 
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[image: image155.wmf])

(

a

j

l

 la distribuzione stazionaria. Partendo dalla classe 
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, generalmente la classe iniziale del sistema, data una certa frequenza sinistri 
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 e un numero di passaggi n, la misura del grado di convergenza del sistema dopo n transizioni, o Total Variation, è espressa dalla relazione
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Siccome il principale obiettivo dei Sistemi Bonus Malus è quello di raggiungere nel minor tempo possibile (e non in un periodo di 30 anni come invece accade) la migliore classificazione tra bad-risk e good-risk, il TV si dimostra essere un utile strumento per individuare i fattori che influiscono maggiormente sulla velocità di transizione, come il numero di classi, la classe iniziale o le regole di transizione.
5.4.8 Solidarietà 

È noto che un principio di calcolo dei premi, che garantisca un equilibrio tecnico tra premi e prestazioni, determini anche un effetto solidarietà tra i rischi assunti. In tali casi l’effetto solidarietà, concernente l’equilibrio “ex-ante” tra i premi e le prestazioni, si aggiunge all’effetto di mutualità caratteristico di ogni sistema di calcolo dei premi, concernente l’equilibrio “ex-post” tra i premi e le prestazioni mediante un trasferimento di risorse finanziarie tra i rischi. Un principio di calcolo dei premi che garantisca il raggiungimento dell’equilibrio tecnico determina anche un effetto solidarietà tra i rischi se il numero delle classi di premio è inferiore al numero delle classi di rischio. Considerando l’adeguamento del premio di riferimento, attuato per fronteggiare la diminuzione nel tempo del coefficiente medio di premio, per ciascuna storia di sinistrosità 
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 si può pertanto considerare la misura di solidarietà:
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dove il numeratore esprime il premio medio in relazione ad un rischio che abbia denunciato n sinistri nei primi t anni, mentre il denominatore è il premio di esperienza ottenuto mediante l’adozione di uno schema inferenziale bayesiano. 
I rischi che al tempo t appartengono alla classe di rischio 
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, viceversa ricevono solidarietà.

I risultati numerici circa la solidarietà, in riferimento ai dati sulla sinistrosità recentemente osservata nell’assicurazione R.C.Auto, mettono in luce l’inadeguatezza del Sistema Bonus Malus italiano: un effetto di solidarietà tra i rischi particolarmente elevato e del tutto sbilanciato a sfavore dei rischi esenti da sinistri, i quali sono chiamati a finanziare le insufficienze di premio derivanti dalle ridotte maggiorazioni di premio attribuite ai peggiori rischi del portafoglio.

5.5 Sistema Bonus Malus Ottimale
Gli sviluppi analitici e le osservazioni fin qui presentate hanno evidenziato notevoli difficoltà per l’individuazione di una soluzione soddisfacente per il problema della costruzione di un sistema di tariffazione in base all’esperienza del tipo Bonus Malus.

Infatti, da un lato i premi di esperienza ottenuti mediante una schema inferenziale bayesiano si rivelano difficilmente improponibili sul mercato per evidenti ragioni commerciali e gestionali; dall’altro i premi di esperienza ottenuti attraverso un Sistema Bonus Malus si rivelano più o meno insoddisfacenti per una serie di motivi: 
· non sono in condizione di mantenere nel tempo l’iniziale equilibrio tecnico tra premi e risarcimenti;

· non garantiscono ai migliori rischi del portafoglio gli sconti di premio che promettono;

· introducono un effetto solidarietà tra i rischi del portafoglio generalmente inaccettabile.

5.5.1 Approccio di Lemaire

Il Bonus Malus oltre ad essere un sistema di tariffazione assume anche la valenza di variabile tariffaria con l’obiettivo di registrare la sinistrosità pregressa del contraente nei vari anni di assicurazione. La correlazione tra variabili tariffarie a priori e frequenza sinistri è stata affrontata, in modo completo, da Jean Lemaire
.
Dal testo di Lemaire si deduce come la storia di sinistrosità dell’assicurato sia un’informazione discriminante ai fini della personalizzazione del premio. Indicando con 
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 il numero di sinistri a carico della polizza nel generico anno s e 
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 il risarcimento dovuto al sinistro r dell’anno s-mo, la storia dell’automobilista è rappresentata dalla matrice:
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La prima riga rappresenta il vettore della numerosità di sinistri; la generica colonna s ha come primo elemento il numero di sinistri nell’anno (
[image: image166.wmf]s

k

) e dall’elemento di posto 2 a quello di posto 
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 gli ammontari dei sinistri stessi, mentre dal 
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Se si suppone che, grazie alle ipotesi di indipendenza e identica distribuzione delle variabili numero sinistri e costo, la storia di sinistrosità nell’anno t-mo dell’assicurato appartenente al portafoglio dall’anno i-mo sia sufficientemente rappresentata dal vettore dei sinistri
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è possibile valutare quale premio, personalizzato in base all’esperienza, far pagare all’assicurato in questione secondo una logica di Sistema Bonus Malus Ottimale.
Il principio di calcolo del premio per una Compagnia consiste nel richiedere al contraente un premio netto più un caricamento di sicurezza proporzionale a tale premio. Questo è il cosiddetto principio del valore atteso, in base al quale l’assicurato che subisce una certa storia di sinistrosità 
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Il Sistema Bonus Malus Ottimale costruito con questa formula gode di importanti proprietà:

1. Il sistema è imparziale in senso Bayesiano. Ogni assicurato deve pagare, ad ogni rinnovo, un premio proporzionale alla stima della sua frequenza sinistri.
2. Il sistema è finanziariamente bilanciato. In ogni fase di questo processo, la media delle frequenze sinistri individuali è uguale alla media complessiva del portafoglio. Ogni anno, la media di tutti i premi collezionati dagli assicurati rimane costante al livello iniziale. L’ammontare raccolto dalla Compagnia, per un portafoglio chiuso, è stazionario. Nella pratica, però, questa proprietà non è verificata perché si è visto come il livello medio di premio decresce dopo il primo anno per tutti i sistemi.
3. Il premio dipende solo dal numero di sinistri denunciati. Questo vuol dire che non dipende dal modo con cui sono distribuiti negli anni. Per tutti i sistemi è nell’interesse dell’assicurato concentrare tutti i suoi sinistri in un singolo anno e non diluirli nel tempo. A riguardo, si considerino due guidatori A e B inseriti nelle regole evolutive del Bonus Malus italiano, che utilizzano il veicolo per motivi professionali e che iniziano la loro carriera nella classe 13. Se si assume la seguente storia di sinistrosità:
A) 5 incidenti durante il primo anno, 8 incidenti durante il secondo anno, 9 incidenti durante i restanti otto anni;

B) 1 incidente durante il secondo anno, 1 durante il sesto anno, 9 incidenti durante i successivi otto anni;

le regole evolutive prevedono le seguenti transizioni:

Tabella 5.1
Esempio di Regole Evolutive per il Sistema BM Italiano
Il guidatore B, i cui sinistri sono diluiti negli anni, dovrà pagare un premio superiore al guidatore A nonostante abbia compiuto un numero di sinistri inferiore! Pertanto questa proprietà non è soddisfatta dai Sistemi Bonus Malus in vigore.

4. Al tempo 
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, quando non sono disponibili informazioni sulla sinistrosità, tutti i nuovi assicurati devono pagare lo stesso premio a priori. Al passare del tempo, la stima della frequenza sinistri diventerà progressivamente diversa, fino ad essere indipendente dalla situazione iniziale per 
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5. La costruzione del Sistema Bonus Malus Ottimale passa, inoltre, attraverso l’ottica della Teoria della Credibilità: il premio a carico della polizza deve essere una combinazione lineare tra l’esperienza consolidata (il premio medio attribuibile all’intera classe tariffaria a priori) e il nuovo contributo informativo (la storia sinistrosa del singolo assicurato). In formule:
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dove 
[image: image175.wmf]s

t

P

+

 rappresenta il cosiddetto premio credibile a tempo 
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, media ponderata tra il premio generale al tempo t e un funzionale 
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 dei dati osservati da t a s. La ponderazione avviene tramite 
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Il fattore di credibilità sarà compreso tra 0 e 1 e proporzionale al volume della nuova esperienza (ovvero non decrescente in s), in modo da assumere valore 0 in assenza di contributo informativo a posteriori 
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 e valore 1 nel caso in cui la storia sinistrosa dell’assicurato diventi tanto importante da essere l’unica componente del premio, attuando in tal modo una totale personalizzazione in “piena credibilità” 
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5.5.2 Approccio di Coene-Doray/Grasso

Il modello di ottimizzazione proposto da Coene-Doray
 nel 1996 e da Grasso
 nel 1997 hanno evidenziato come la distanza tra i premi di tipo bayesiano ed i premi Bonus Malus, per ogni possibile storia di sinistrosità, possa essere ridotta in misura significativa se il modello di ottimizzazione scelto per la costruzione del Sistema Bonus Malus:
· considera l’intera struttura del sistema (regole evolutive, coefficienti di premio,…);

· incorpora condizioni più strettamente connesse agli aspetti gestionali e commerciali della tariffazione.

Il modello proposto prevede inizialmente la fissazione del numero m di classi di merito, della classe di ingresso 
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 e della matrice delle regole evolutive R del Sistema Bonus Malus. Sulla base delle scelte iniziali, il modello procede poi alla determinazione dei coefficienti di premio ottimi:
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(5.53)
che minimizzano la somma ponderata dei quadrati delle differenze tra i premi Bonus Malus ed i corrispondenti premi di tipo bayesiano. Per la ponderazione vengono adottate le probabilità di appartenenza del rischio alle varie classi di merito a un dato tempo 
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, indicato come tempo necessario a portare, in generale, il sistema Bonu Malus a regime).

Per quanto riguarda i vincoli del modello, tenuto conto gli aspetti tecnici, gestionali e commerciali della tariffazione, viene stabilito che:

· i coefficienti di premio devono soddisfare la condizione di sufficienza del premio al tempo 
[image: image185.wmf]*

t

;

· la differenza tra due coefficienti di premio consecutivi è limitata inferiormente e superiormente;

· il coefficiente di premio relativo alla migliore classe BM è limitato inferiormente;

· il coefficiente di premio relativo alla peggiore classe BM è limitato superiormente.

La soluzione ottima del problema fin qui descritto si rivela essere fortemente influenzata dalle scelte iniziali di m,
[image: image186.wmf]r

 e R. in particolare:
· si può fissare un più elevato numero di classi di merito;

· si può scegliere una diversa classe di ingresso, in modo da accrescere il numero delle classi di malus;

· si può definire una nuova matrice di regole evolutive, in modo che quest’ultime siano caratterizzare da più consistenti penalizzazioni per i rischi sinistrati.

Intervenendo sugli elementi costitutivi del sistema, si può individuare una formula tariffaria che meglio delle altre è in grado di tenere conto delle diverse esigenze dell’assicuratore. 
Con particolare riferimento all’assicurazione R.C.Auto, si segnala come un modello di ottimizzazione così strutturato sia in grado di individuare un Sistema Bonus Malus nel quale l’effetto solidarietà, espressivo dell’efficienza del sistema, è sensibilmente ridotto, e come si realizzi una più equilibrata distribuzione dei rischi nel portafoglio.
Ottenuto il vettore costo � EMBED Equation.3  ���, risolvere il set di equazioni


� EMBED Equation.3  ���





Data una strategia � EMBED Equation.3  ���, risolvere il set di equazioni


� EMBED Equation.3  ���





Guidatore A�
Guidatore B�
�
Anno�
Numero sinistri�
Classe iniziale�
Classe finale�
Anno�
Numero sinistri�
Classe iniziale�
Classe finale�
�
1�
5�
13�
18�
1�
0�
13�
12�
�
2�
8�
18�
18�
2�
1�
12�
14�
�
3�
2�
18�
18�
3�
0�
14�
13�
�
4�
1�
18�
18�
4�
0�
13�
12�
�
5�
1�
18�
18�
5�
0�
12�
11�
�
6�
1�
18�
18�
6�
1�
11�
13�
�
7�
1�
18�
18�
7�
2�
13�
18�
�
8�
1�
18�
18�
8�
1�
18�
18�
�
9�
1�
18�
18�
9�
1�
18�
18�
�
10�
1�
18�
18�
10�
1�
18�
18�
�
11�
0�
18�
17�
11�
1�
18�
18�
�
12�
0�
17�
16�
12�
1�
18�
18�
�
13�
0�
16�
15�
13�
1�
18�
18�
�
14�
0�
15�
14�
14�
1�
18�
18�
�









� L’indice di asimmetria è calcolato come rapporto tra il momento centrale terzo e la deviazione standard al cubo � EMBED Equation.3  ��� e può assumere valore nullo in caso di distribuzione simmetrica, valori positivi in caso di distribuzione asimmetrica a destra e valori negativi per distribuzioni asimmetriche a sinistra.
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