INTRODUZIONE

Nel presente lavoro viene analizzata la teoria dei valori estremi ed, in

particolare, la sua applicazione in campo assicurativo.
Negli ultimi decenni, infatti, si €, purtroppo, avuto modo di assistere ad un forte
incremento, a livello sia di frequenze sia di entita, degli eventi cui sono associate
probabilita molto basse, ma importi estremamente elevati. Essi sono, piu
comunemente, definiti con il termine catastrofi.

Nel primo capitolo, dopo aver evidenziato caratteristiche e differenze
esistenti tra catastrofi tecniche (0 man-made) e naturali ed esaminatone il trend,
viene analizzato piu nello specifico I'impatto che queste due categorie di eventi
hanno avuto, nei piu recenti anni, ossia nel 2002 e nel 2003, a livello di danni
economici, valori assicurati, numero di sinistri e di vittime.

A seguito del pesantissimo bilancio del 2001, tragicamente segnato dagli attentati
terroristici dell’11 settembre (classificati come gli eventi assicurati piu cari della
storia), i due anni successivi presentano sicuramente un netto miglioramento. II
2002 é stato principalmente segnato dai fenomeni naturali quali, soprattutto, le
alluvioni in Europa e le tempeste negli Stati Uniti. Il 2003, invece, & stato
caratterizzato da forti terremoti (i piu gravi in Algeria ed in Iran), ondate di caldo
record e siccita. Ai disastri naturali del 2002 si sono, dunque, subito alternati i
danni provocati dalle elevate temperature del 2003 e, sebbene non si possano
trarre conclusioni certe sul cambiamento climatico solo sulla base di singoli fatti,
questo aumento di eventi meteorologici estremi € in linea con gli sviluppi che i
climatologi si aspettano in presenza di un clima piu caldo. Risulta, dunque,
necessario combattere tale tendenza non solo adottando misure di protezione del
clima, ma anche tramite una valida gestione del rischio e delle catastrofi. |l settore
assicurativo, infatti, grazie a tariffe commisurate allo specifico rischio, promuove
un comportamento volto alla limitazione dei danni, riducendo, di conseguenza,

'onere finanziario dovuto alle catastrofi. Dal momento in cui, a livello generale,
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non €& dato prevedere miglioramenti, tale discorso risulta valido non solo per
quanto riguarda gli eventi legati al cambiamento climatico, ma anche, ad esempio,
i fenomeni sismici a cui il nostro territorio risulta particolarmente soggetto.

Per riuscire, pero, ad affrontare in modo adeguato gli eventi estremi, &
necessario poter costruire un modello matematico che ben riesca a rappresentarli.
Prima di introdurre tale modello, nel secondo capitolo vengono forniti alcuni
concetti preliminari necessari per I'analisi degli eventi in questione.

Viene innanzitutto presentato il problema della probabilita di rovina e si evidenzia
come il modello di Cramér-Lundberg possa essere adattato al caso dei rischi
estremi. Dopo aver, infatti, introdotto il modello tradizionale, in cui il processo di
Poisson svolge un ruolo di primaria importanza, si evidenzia come le distribuzioni
dellimporto del danno, utilizzate per i rischi generici, non si adattino al caso di
quelli catastrofali, per i quali non esiste il cosiddetto esponente di Lundberg. Le
distribuzioni che meglio si adattano agli eventi estremi sono, infatti, quelle note
come heavy-tailed, quale, ad esempio, la Pareto. Viene, inoltre, fornita
un’espressione della probabilita di rovina e una del’lammontare totale del costo
sinistri, nel caso di un portafoglio di rischi catastrofali, sotto la condizione che le
funzioni di distribuzione appartengano alla classe delle subesponenziali.

Molto utile, al fine dell’analisi degli eventi in questione, risulta, inoltre, essere lo
studio del comportamento delle somme. Dopo aver presentato risultati classici,
quali la legge dei grandi numeri (nella versione base di Kolmogorov e nelle sue
varianti) ed il teorema del limite centrale, tali risultati vengono poi applicati alle
somme aleatorie. Queste, infatti, nella matematica assicurativa assumono un ruolo
fondamentale; basti pensare al fatto che 'ammontare totale dei sinistri di un
portafoglio assicurativo €& costituito da somme casuali. Vengono, dunque,
enunciati la legge dei grandi numeri, intesa in senso forte, di Marcinkiewicz-
Zygmund ed il teorema del limite centrale per somme casuali. La stessa cosa
viene poi ripetuta per quanto riguarda i processi renewal counting, di cui il
processo di Poisson &€ un esempio, e, per completare, per le somme condotte da
processi renewal counting, ossia, nella fattispecie, per 'ammontare del costo

sinistri aggregato, ponendo, cosi, I'attenzione sulle sue proprieta asintotiche. Una
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volta analizzato il comportamento asintotico delle somme, la stessa analisi viene
poi applicata nei confronti dei massimi, introducendo, cosi, la fondamentale teoria
dei valori estremi. Attraverso quest’ultima, infatti, si giunge alla definizione della
distribuzione asintotica di una sequenza di massimi, nota come distribuzione
generalizzata del valore estremo, molto utile al fine di della determinazione dei
premi. Il risultato centrale della suddetta teoria consiste nel teorema di Fisher-
Tippet, che determina tre diverse distribuzioni asintotiche: quelle di Fréchet, di
Weibull e di Gumbel. Viene, quindi, fornita un’analisi di tali distribuzioni e dei
relativi maximum domains of attraction (MDA) e viene evidenziato come le
distribuzioni che appartengono ai MDA delle funzioni di Fréchet, di Weibull e di
Gumbel rispettino la proprieta di equivalenza di coda e determinati requisiti noti
come condizioni di Von Mises. Viene, inoltre, presentata, tramite il fondamentale
teorema di Pickands-Balkema-de Haan, la cosiddetta distribuzione generalizzata
di Pareto, che risulta essere estremamente utile per la stima degli eccessi al di
sopra di una soglia. Vengono, quindi, descritti gli strumenti principali per I'analisi
statistica dei rischi catastrofali: la tecnica delle statistiche di ordine superiore e la
teoria dei processi di punti. Attraverso I'utilizzo di tali tecniche e dei risultati che da
esse si ottengono, si possono definire dei metodi appropriati, utili a fornire stime
delle funzioni di distribuzione legate a tali rischi.

Proseguendo, nel terzo capitolo vengono mostrati alcuni metodi attraverso i quali
€ possibile effettuare un’analisi sia quantitativa dei dati (tramite il grafico dei
quantili, la mean excess function, i tempi di ritorno, i records ed i rapporti tra
massimi e somme) sia prettamente statistico-probabilistica. Vengono presentati i
metodi di stima dei parametri della distribuzione generalizzata del valore estremo
e degli eccessi al di sopra di una soglia, molto utili per definire, ad esempio, i
premi dei trattati riassicurativi. Tale stima pud essere ottenuta sia tramite i
tradizionali metodi di massima verosimiglianza e dei momenti, che con I'utilizzo
della condizione di appartenenza al maximum domain of attraction della
distribuzione generalizzata. In quest’ultimo caso, I'utilizzo dei cosiddetti stimatori di
Pickands e Hill permette di ottenere delle stime ancora piu appropriate di code e

quantili.
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Nel quarto capitolo, infine, quanto esposto precedentemente, circa I'extreme value
theory, é stato applicato a dati reali. Innanzitutto si & effettuata un’analisi statistica
di due data-base relativi al ramo incendio di due diversi Paesi: I'lnghilterra e la
Danimarca. Tali valori sono stati analizzati e paragonati, grazie all’utilizzo, in
particolare, del diagramma dei quantili (0 qq-plot) e della mean excess function,
che hanno permesso di studiare piu nel particolare, le code delle due distribuzioni.
Successivamente, in base ai risultati ottenuti dall’analisi dei dati danesi, in
particolare, si € passati a valutare I'impatto che eventi di questo genere possono
avere sulla solvibilita di una Compagnia danni. Si & quindi calcolato il capitale a
rischio, per un periodo monoannuale, di un portafoglio interamente ed unicamente
composto da eventi estremi. Innanzitutto si sono paragonati (ipotizzando che i
caricamenti di sicurezza fossero nulli) due sistemi di calcolo: le simulazioni
(effettuate tramite I'utilizzo del software Matlab) e la formula approssimata Normal-
Power. Si €, pero, osservato che tramite quest’ultima si poteva correre il rischio di
sottostimare il valore cercato, di conseguenza si & proceduto col solo metodo delle
simulazioni. Tramite quest’ultimo, si sono valutati capital at risk, risk riserve ratio e
TVaR (sempre nel caso di caricamenti di sicurezza nulli) per due diversi casi che
si intendeva paragonare, in cui il costo del singolo sinistro & stato approssimato
tramite due diverse distribuzioni: la generalizzata di Pareto e la Lognormale. Per
concludere, per quanto riguarda il primo di questi due casi, si & voluto analizzare
'impatto che la presenza di caricamenti di sicurezza positivi avrebbe avuto sul di

capital at risk e sulle grandezze ad esso associate.



