CAPITOLO 3: MODELLI STATISTICI PER L’ANALISI DEGLI EVENTI
ESTREMI

Nel precedente capitolo sono stati introdotti alcuni modelli probabilistici,
allo scopo di descrivere, in un contesto prettamente matematico, gli eventi estremi
nel caso unidimensionale. || mondo reale, d’altra parte, ci informa spesso di tali
eventi attraverso dati statistici, come, ad esempio, i valori piu grandi delle perdite
assicurative, dei livelli dei fiumi e dell’altezza delle onde durante una tempesta.
Tutti questi esempi hanno in comune il fatto che riguardano esclusivamente valori
estremi rispetto ai dati di insieme.

Dopo aver analizzato, nelle pagine precedenti, la teoria matematica dei massimi,
la statistica degli ordini e le distribuzioni heavy-tailed, nel presente capitolo
vengono presentati alcuni metodi per I'inferenza statistica, basati sui valori estremi
di un campione. Alcuni semplici metodi di analisi esplorativa dei dati possono
essere estremamente utili a livello descrittivo; ad esempio, infatti, per quanto
riguarda le catastrofi naturali, il grafico dei records potrebbe evidenziare un trend
crescente a livello di frequenza. Metodi basati, invece, sul diagramma delle
probabilita (PP-plot) o funzioni medie dell’eccesso empiriche forniscono le prime
informazioni riguardo gli estremi di un data set. In ogni caso, risulta estremamente
importante guardare i dati ed esaminarli a livello grafico prima di iniziare una

analisi statistica dettagliata.

3.1 L’ANALISI ESPLORATIVA DEI| DATI

Dato un insieme di dati da analizzare, ciascuno potrebbe iniziare col
disegnare un istogramma o un qualsiasi altro diagramma analitico, utile per risalire
alle caratteristiche fondamentali del processo da cui scaturiscono i dati stessi. Uno

dei problemi principali per uno statistico o per un probabilista & quello di riuscire a
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trovare una funzione di distribuzione F che rappresenti un buon modello per | dati
id X, Xy, ..., Xu.

3.1.1 | diagrammi delle probabilita e dei quantili

Si definisca, innanzitutto, il campione ordinato X,, < ... < X{,*. La
base teorica per la risoluzione del problema €& rappresentata dalla trasformazione
quantile del Lemma (2.4), secondo cui, per F continua, le v.a. U; = F(Xj), per i =

1,..., n, sono iid con distribuzione uniforme su (0,1). Inoltre,

d
(FXkn)k=1....n = (Uknk=1,...n -
Da questo deriva che

Si noti inoltre che F,(Xxn) = (n-k+1)/n dove F, rappresenta la funzione di

distribuzione empirica di F. Il grafico che si ottiene a partire dall'insieme ordinato

{[F(xk,n),“;—_ﬁ”} k= 1,...,n}

e definito diagramma delle probabilita (0 PP—plot). Piu comune €&, d’altra parte, il

delle coppie

grafico che si ottiene dalle coppie

{xkn,#(“_k”ﬂ:k=1,...,n} (IIL1)
’ n+1

tipicamente definito come diagramma dei quantili (o QQ-plot). In entrambi i casi

I'approssimata probabilita di linearita dei diagrammi & giustificata dal teorema di

Glivenko-Cantelli. La teoria della convergenza debole dei processi empirici, poi,

costituisce la base per la costruzione di bande di confidenza da riportare nei

grafici. Esistono numerose varianti della (II1.1), come, ad esempio, la seguente:
{(Xkn, F (Pkn)): k=1,...,n} (111.2)

dove pkn € una posizione prestabilita del grafico. Una tipica scelta potrebbe essere

* EMBRECHTS P., KLUPPELBERG C., MIKOSCH T., Modelling extremal events..., op. cit., pagg. 290 e
Sgg.
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Pkn= ———,
n+vy,

dove (§,,7,) sono scelte appropriatamente come costanti correttive di continuita.

La maggior parte delle volte, per la (I11.1) e la (I11.2) si sceglie

n-k+05
—n .

Pkn =

Un esempio grafico di QQ-plot & fornito dalla figura 9, nella quale
vengono, appunto, raffigurati i quantili di una funzione di distribuzione empirica,
sull’asse delle x, contro quelli di una distribuzione esponenziale, sull’asse y. Nel
presente caso, riguardante il ramo incendio®, i punti hanno un andamento
concavo e, di conseguenza, indicano che i dati considerati seguono un
comportamento heavy-tailed. Nel caso in cui, invece, avessero assunto un
andamento convesso, si sarebbe potuto dedurre che i dati seguivano una
distribuzione light-tailed ed, infine, se si fossero distribuiti linearmente si sarebbe

potuto concludere che la loro distribuzione fosse di tipo esponenziale.
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Figura 9- Un esempio di QQ-plot in cui i dati seguono una distribuzione heavy-tailed.

* CORRADIN STEFANO, Economic Risk Capital and Reinsurance: an Extreme Value Theory’s
Application to Fire Claims of an Insurance Company, Astin Bulletin 27, 1997.
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| principali vantaggi dei grafici QQ-plot, qui presentati, possono essere cosi
riassunti:

a. comparazione in distribuzione: se i dati sono generati da un campione
casuale avente distribuzione uguale a quella di riferimento, allora il grafico
assume un andamento all'incirca lineare. Questo rimane vero anche se i dati
derivano da una trasformazione lineare della distribuzione;

b. outliers: se uno o piu valori dei dati sono contaminati da errori o sono, per
una qualsiasi ragione, marcatamente differenti dai rimanenti, i quali hanno
distribuzione simile a quella di riferimento, tali valori anomali possono essere
facilmente identificati sul grafico;

c. forma: alcune differenze nella forma distribuzionale possono essere dedotte
dal grafico. Ad esempio, se la distribuzione in analisi ha code piu pesanti (e
tende quindi, ad assumere valori piu ampi) di quelle della distribuzione di
riferimento, il grafico assume un andamento non lineare, con concavita

rivolta verso il basso, e viceversa.

3.1.2 La funzione mean excess

Un altro utile strumento grafico, in particolare per evidenziare le
differenze delle code delle distribuzioni, & la funzione mean excess (eccesso
medio), introdotta in precedenza e qui ripresa.

Proposizione (3.1): sia X una v.a. con estremo superiore xr, allora
e(u)=E(X-u|X>u), 0<u<xg
é detta funzione mean excess di X.
La quantita e(u) & spesso definita come eccesso medio oltre il valore soglia u. In
ambito assicurativo, e(u) pud rappresentare 'ammontare atteso dei sinistri, oltre la
priorita u; in questo caso e(u) &€ anche presentata come funzione dell’eccesso
medio di perdita. In ambito medico, infine, esprime la funzione di vita media

residua.
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Alcune delle piu importanti funzioni mean excess sono state elencate nella tabella

9% e parte di esse sono rappresentate nella figura 10.

e(u)

25 | Weibull (1<1)

2.0 ;

1.5 1
Gamma (a>1)

1.0 - -
Esponenziale

0.5 ;

Pareto Weibull (>1)
0.0 ;

| | | |
0 2 4 6 8 10

Figura 10- Grafici delle funzioni mean excess e(u) per alcune distribuzioni standard.

Qualsiasi funzione di distribuzione F & unicamente determinata dalla sua funzione
dell’'eccesso medio e(u).

A questo punto, un test grafico per capire il comportamento delle code,
puod essere basato sulla funzione mean excess empirica e,(u).

Si supponga che Xq,..., X, siano v.a. iid con comune funzione di distribuzione F;

Fn denoti la funzione di distribuzione empirica e An(u) = {i:i=1,...,n, X;>u };
allora
en(U)= —— [Foly)dy = ——— S (%-u), u>0,
F(u) 1 cardA,(U) A,

* Si veda pagina 85.
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con la convenzione che 0/0=0. Il grafico delleccesso medio (ME-plot), dunque, &
rappresentato da

{(Xkn,en(Xkn)): k=1,...,n}.
Nel presente lavoro, il ME-plot viene utilizzato semplicemente come metodo

grafico, in particolare per distinguere i modelli light-tailed da quelli heavy-tailed.
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Figura 11- Esempio di Mean excess plot al variare dei valori della soglia u.

Nella figura 11 viene rappresentata la mean excess function dei dati, relativi al
ramo incendio, considerati per la figura 9. Dal grafico, € possibile notare che i
punti assumono un andamento crescente approssimativamente lineare e, di
conseguenza, oltre a confermare lipotesi di una distribuzione heavy-tailed, il
grafico, in particolare, indica che i dati seguono una distribuzione generalizzata di
Pareto (si confronti con la figura 10). Nel caso di distribuzioni light-tailed il ME-plot
mostra un trend decrescente, mentre in quello esponenziale i punti seguono,

all'incirca, un andamento lineare costante.

3.1.3 Il metodo degli eccessi di Gumbel

Molteplici risultati analitici inerenti gli estremi permettono, in modo

piuttosto semplice, di ottenere informazioni preliminari sui dati. Un primo metodo &
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quello degli eccessi di Gumbel, grazie al quale & possibile individuare il numero di
valori, derivanti da osservazioni future, che oltrepasseranno i records passati.

Siano Xnn < ... < Xy, le statistiche ordinate di un campione Xj,..., X, derivante da
una sequenza iid infinita (X;), con funzione di distribuzione continua F. Si prenda la
k-esima statistica di ordine superiore Xy, come valore soglia aleatorio e si indichi
con S/"(k), r > 1, il numero degli eccessi di Xk, tra le prossime r osservazioni

Xn+1,--., Xn+r, OSSIa

S/"(k) =

r
i1 I{xn+\>xk,n} )

Per semplicita di notazione, in seguito si scrivera S per S,"(k). Nel seguente
lemma viene presentata la distribuzione ipergeometrica di S.
Lemma (3.1): /a v.a. S, come precedentemente definita, ha distribuzione

ipergeometrica, ossia
(r+n—k—j}(j+k—1}
. n—k k-1
P(S=j)=

)

Dalla stessa definizione di S e dal precedente lemma & possibile ricavare che

j=0,1,..,r.

E(S) = rk/(n+1) rappresenta il numero medio di eccessi futuri della soglia aleatoria
Xk7n.

3.1.4 1l periodo di ritorno

Nella presente sezione, si intende studiare il tempo medio di attesa tra
specifici eventi estremi, nozione fondamentale per poter riuscire ad affrontare gli
eventi in questione.

Il problema pud essere impostato e risolto nel seguente modo. Sia (X;) una
sequenza di v.a. iid con funzione di distribuzione continua F ed u un valore soglia

dato. Si consideri, inoltre, la sequenza (I > ;) di v.a. iid di Bernoulli con probabilita

di successo p = F(u). Di conseguenza, I'istante del primo successo
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L(u)=min{i>1:X;>u},
ossia l'istante del primo eccesso al di sopra della soglia u, &€ una v.a. geometrica
con distribuzione
P(Lw=k)=(1-p)"p, k=1,2,...
Si noti che le v.a.

L1(u) = L(u),..., Lps1(u) = min{i > Ly(u): Xi>u } = Ly(u), n > 1,
descrivono i periodi di tempo tra successivi eccessi dalla soglia u da parte di (X,).
Il periodo di ritorno degli eventi { X; > u } & dunque definito come E[L(u)] =p ™' =
(I?(u))'1, che cresce ad « per u — «. A questo punto, ogni rilevante questione

relativa il periodo di ritorno pud essere risolta attraverso le corrispondenti proprieta
della distribuzione geometrica. Ad esempio, si definisca

n=P(LW) < k)=pY(1-p) = 1-(1-p), ke

i=1

r« rappresenta la probabilita che ci sara almeno un eccesso di u prima dellistante
k (ossia tra le prossime k osservazioni). Questo stabilisce una relazione biunivoca
tra r¢ ed il periodo di ritorno p - 1.
La probabilita che ci sara un eccesso di u prima del periodo di ritorno diventa

P(L(u) < E[L(u)]) =P(L(u) < [1/p])=1—(1-p )",
dove [x] rappresenta la parte intera di x. Per valori di u elevati, ossia peru 1 « e,
di conseguenza, per p | 0, si ottiene

lim P(L(u) < E[L(u)]) = lim(1-(1-p Py =1-e'=0.63212.

Questo mostra che, per soglie elevate, la media di L(u) (il periodo di ritorno) & piu

grande della sua mediana.

3.1.5 | records come strumento esplorativo

Si supponga che le v.a. X siano iid con funzione di distribuzione F e si
richiami, dal precedente capitolo, la definizione di record: un record X, avviene se
Xn > M4 = max( Xi,..., Xn.1 ). Da tale definizione €, dunque, possibile affermare

che X4 € un record. In precedenza, si €, inoltre, utilizzato il linguaggio del processo
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di punti al fine di descrivere i records ed i relativi istanti di accadimento L,; questi
ultimi sono gli istanti casuali in cui il processo (M,) ha un salto. Si definisca il

processo di conteggio dei records come segue
Ni=1,...,Ny=1+ ZI{XK>MH}, n> 2.
k=2

Il seguente risultato, inerente i momenti di N,, risulta estremamente interessante.
Lemma (3.2): si supponga che le (X)) siano iid con comune funzione di

distribuzione F e che (N,) possa essere definito come segue:

E(N,) = Z% e var(N,) = Z(%—kizj

Si noti che E(N,) e var(N,) sono entrambe dellordine Inn, per n — «. Piu

precisamente, E(N,) — Inn — y, dove y = 0,5772 rappresenta la costante di

Eulero. Di conseguenza, per n — o, il numero dei records di dati iid cresce molto

lentamente!

3.1.6 | rapporti tra massimi e somme

Uno dei metodi piu comuni per analizzare il comportamento delle code
delle distribuzioni & quello che fa riferimento al rapporto tra il massimo e la somma
di una successione di v.a. Si supponga, infatti, che X, X4, X,... siano v.a. iid e si
definiscano, per ogni p positivo, le quantita

Sn(p) = [X4P + ... + [XqoP, Mn(p) = max( |[X4°,..., [Xq|?), n > 1.

M, (p)

A questo punto, ponendo Rn(p) = S , Si ottengono le seguenti relazioni:

" Rup) 5 0 o EXP<oo;
P
" Ru(p) >0 = EXPIx:x e R
d
= Rn(p) » Y(p) & P(IX]>x) e Rqp peralcune a e (0,1);

s Ri(p) > 1 o P(IX|>xX) e Ro.
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Dove R, indica la classe delle funzioni regolarmente variabili di indice a, mentre Y
€ una appropriata v.a. non degenere.

Risulta, dunque, immediato l'utilizzo di questi risultati limite al fine di ottenere
informazioni preliminari circa il comportamento di P( |X| > x ). Si rappresenti, ad
esempio, R,(p) su n per diversi valori di p; allora Rn(p) deve assumere valori molto
piccoli, per n grande, se E|X|° < «. Se, al contrario, esistono significanti deviazioni
di Rn(p) da zero, per n grande, questo significa che E|X|° & un valore infinito.
Chiaramente, quanto detto circa il valore assoluto di X; pud essere modificato per
ottenere informazioni circa la sola coda destra (o sinistra) della distribuzione,
semplicemente sostituendo ad |Xj| la potenza p-esima della parte positiva (o

negativa) delle X;.

3.2 LA STIMA DEI PARAMETRI DELLA DISTRIBUZIONE GENERALIZZATA
DEL VALORE ESTREMO

La distribuzione generalizzata del valore estremo viene definita come

segue:

/g
Ha,u,w<x)=exp{—{1+ax‘“J } 146 X7 50,
v v

e, nel caso in cui £ =0, corrisponde alla distribuzione di Gumbel

Ho. ., (X) = exp {—e“x‘“)/"’}, X e R.

(UNTAT
Il vettore parametrico 6 = (§,p,w)e R x R x R, é costituito dal parametro di
forma &, da quello di locazione p e da quello di scala y. In quanto segue, per
semplicita di notazione, si utilizzera la simbologia H, o H,a seconda del caso in
analisi. In precedenza, si e visto che H, rappresenta la distribuzione limite di

massimi di v.a. iid normalizzati. La metodologia statistica standard, derivante dalla
teoria della stima parametrica, &€ applicabile se i dati a disposizione consistono in

un campione Xi,..., Xp di v.a. iid da H,. L’ipotesi, pero, che le variabili X; si
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distribuiscano esattamente come la distribuzione del valore estremo H, risulta

poco realistica; per tale ragione, in seguito verra analizzato il caso in cui le X; si

distribuiscano approssimativamente secondo la H, e tale approssimazione potra

essere introdotta tramite I'appartenenza al maximum domain of attraction.
Le X; possono essere interpretate come massimi su periodi di tempo disgiunti, di
lunghezza s. In idrologia, per esempio, tali periodi consistono, per lo piu, in un
anno. Il periodo mono-annuale € generalmente scelto al fine di eliminare I'effetto
della stagionalita. In tal modo, i dati originari posso essere interpretati come
segue:

X = ( x1(1),___, XS(1) )

X@ = ( X1(2),..., XS(Z) )

X0 = (X,™, . X™)

dove i vettori (X”) sono supposti iid, ma all'interno di ciascun vettore X% le varie
componenti possono essere dipendenti. La lunghezza temporale s viene scelta in
modo che le precedenti condizioni vengano rispettate. || campione base iid da H,,
al quale deve essere applicata I'inferenza, € dunque costituito dagli elementi

Xi=max (X:Y...,X"), i=1,..,n.
Per ragioni storiche e poiché s corrisponde alla durata di un anno, l'inferenza
statistica per H, puod, quindi, essere riferita ai massimi annuali.
Nelle pagine che seguono, vengono discusse alcune delle principali tecniche
utilizzate per stimare 0, sotto l'ipotesi che i nostri dati consistano in un campione
di variabili X4,..., X, iid da H, .

3.2.1 Il metodo della massima verosimiglianza

Di tutte le tecniche per la stima dei parametri, quella della massima
verosimiglianza rappresenta sicuramente la metodologia piu conosciuta. Si

supponga che H, abbia funzione di densita h,. Dunque, la funzione di

verosimiglianza, basata sui dati X = ( X4,..., X, ) € data da
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L(6; X) = Hhe(xi) |{1+g(xifu)/w>o}-
i1

Si indichi, inoltre, con 1(6 ; X) = InL(0 ; X) la funzione di log-verosimiglianza. Lo
stimatore di massima verosimiglianza per 6 €& dunque uguale a:

6, =argmax g .o 1(0 ; X),
ciog 6, = 6. ( X4,..., Xn ) massimizza 1(6 ; X), su un appropriato spazio parametrico

©. Nel caso particolare di Gumbel H si ha:

Opy

1(0;X)=-nln vy - iexp{—ﬂ}—iﬂ.

v -1 ¥

Differenziando quest’ultima funzione rispetto a © e a vy, si ottengono le equazioni

di verosimiglianza per il caso di Gumbel:

Chiaramente, non esiste alcuna soluzione esplicita a tali equazioni. Il caso di H., ,

per & =0, risulta ancora piu complicato e, per risolverlo, &€ necessario ricorre a

procedure numeriche.

Concludendo, si ritiene importante evidenziare una significativa caratteristica del
metodo ora esaminato: quella di poter essere generalizzato, tramite piccole
modifiche nella metodologia di base, in modelli molto piu complicati nei quali si

tenga anche conto di trends o di altri effetti.
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3.2.2 1l metodo dei momenti probability-weighted

Un altro importante metodo per la stima dei parametri & sicuramente
quello dei momenti. Esso consiste, essenzialmente, nell’eguagliare i momenti che

si ottengono dal modello basato su H, ai corrispondenti momenti empirici basati

sui dati. Si definisca
®.(8) = E (XH{(X)), re N, (I11.3)

dove H, é la distribuzione generalizzata del valore estremo ed X ha funzione di
distribuzione H, con vettore parametrico 6 = (&,u,y ). Si ricordi che, per & > 1,
H, varia regolarmente con indice 1/ ¢ e quindi o, € infinito. Si restringera, dunque,
I'attenzione al caso £< 1. L'espressione empirica corrispondente alla (II1.3) € la

seguente:
+00

®.(0) = J-XH[,(x)an(x), e N,

—00

dove F, € la funzione di distribuzione empirica corrispondente ai dati Xj,..., X,. Per

potere, quindi, stimare 0, € necessario risolvere 'equazione
®.(0) = &), r=0,1,2

dalla quale si ottiene

n 1L . _

®,(0) = HZ‘xj,nHe(xj,n), r=0,1,2.

j=

Ricordando la trasformazione quantile presentata nel lemma (2.4), secondo cui

I =

(He (Xnn),---s Hy(X1,0)) = (Unp,..., Urn),
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dove Unn il...it Uy, sono le statistiche dell’ordine di una sequenza iid Uy,..., U,

distribuita uniformemente su (0,1), I'espressione del modello diventa

&.(0) = %ZXJ,nugln, r=0,1,2.
i1

In particolare, per r = 0, l'ultima equazione diventa uguale a X_, la media

campionaria.

Per concludere, anche per quanto riguarda questa seconda tecnica, si ritiene
importante evidenziare alcune caratteristiche utili ai fini pratici: il metodo analizzato
risulta di semplice applicazione e fornisce buoni risultati negli studi di simulazioni;
d’'altra parte, perd, esso ha il grosso svantaggio di non poter essere esteso a
situazioni piu complicate, come, ad esempio, il modello di regressione basato sulla

distribuzione del valore estremo.

3.2.3 Le stime della coda e dei quantili

Si considerino i dati costituiti da un campione Xj,..., X, iid da H,, tali
per cui X; = max ( X1V,..., X" ), peri =1,..., n. In una tale situazione & subito
possibile ricavare uno stimatore del quantile. Infatti, grazie ai metodi appena
discussi nella presente sezione, si pud ottenere una stima 6 di 0. Dato, inoltre, un
qualsiasi p € (0,1), il p-esimo quantile x, & definito come x, = H§ (p). Quindi, uno

stimatore naturale per x,, basato su Xj,..., X,, &:
X, = Hy (p).

Dalla definizione di H, si ottiene che
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i = gt (ne) )

La corrispondente stima della coda per H,(x) risulta pari a:

\-1/8
Hy(x) =1—exp {(ﬂéxn“j }
\}

dove 6 = (&, ) & stimato col metodo della massima verosimiglianza o con

quello dei momenti probability-weighted.

3.3 STIME SOTTO LE CONDIZIONI DEL MAXIMUM DOMAIN OF
ATTRACTION

Come precedentemente accennato, lipotesi secondo la quale le
variabili X; si distribuiscono esattamente come la distribuzione del valore estremo

H. risulta poco realistica; per tale ragione, nel presente paragrafo viene analizzato
il caso in cui le X; si distribuiscano approssimativamente secondo la H, e tale

approssimazione viene introdotta tramite I'appartenenza al maximum domain of

attraction. Quindi, la condizione, secondo cui i dati consistono in un campione
X4,..., Xpiid da H, (I11.4)
puo essere allentata per poter cosi assumere che, per qualche ¢ e R,

X4,..., Xy sono iid da F € MDA(H, ). (ITL.5)

Dalla proposizione (2.5) si ricava che F e MDA(H, ) equivale a scrivere che
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lim nF(c,x+d,) = - InH, (X)
n—oo

per appropriate sequenze (c,) e (d,) € per x che appartiene ad un opportuno
dominio dipendente dal segno di &. Risulta, innanzitutto, estremamente
importante fare attenzione alla sostanziale differenza tra la condizione (I111.4) e la
(II1.5). Si consideri, ad esempio, il caso standard di Fréchet ¢ = 1/a > 0. La
condizione (Ill.4) indica che il campione Xj,..., X, segue esattamente una

distribuzione di Fréchet, cioé che
F(x) =1-exp{-x*}, x>0.

D’altra parte, grazie al teorema (2.22), la (II1.4) riduce il caso di Fréchet nel

seguente

per alcune funzioni slowly varying L. Naturalmente, in quest'ultimo caso, la stima
della coda F(x) deve tener conto del carattere non parametrico di L. Poiché la
(IIL.5) e, essenzialmente, di natura semiparametrica, in quanto composta da una
parte parametrica a ed una non parametrica L, la tecnica di stima & definita come
inferenza per le distribuzioni heavy-tailed, per distinguerla da quella descritta nei
due paragrafi precedenti ed espressa dalla (111.4), definita come inferenza per la

distribuzione generalizzata del valore estremo.

Una conseguenza della teoria della variazione regolare & che, per grandi u = cx +
dn:

/¢
nF(x) ~ [1+§u_d”J ,

n

e, quindi, una stima della coda puo essere
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Cn

1 d e
(F(x))‘=;(1+%“? ] :

per appropriati stimatori &, ¢ e d,. Poiché la (IIl.5) & essenzialmente una
proprieta riguardante la coda della distribuzione, la stima di £ pud essere basata

sulle k statistiche di ordine superiore Xk, < ... < X4n. Generalmente, pero, si
richiede che le seguenti condizioni siano rispettate:
k(n)

a. —2 > o si utilizzi un numero di statistiche dell’ordine sufficientemente
n

ampio, ma
m — o dal momento in cui si € interessati alle proprieta della coda, ci si
n

concentri solamente sulle statistiche di ordine superiore.

Dunque, sotto le condizioni del maximum domain of attraction, € possibile ottenere

le stime sia del parametro della distribuzione generalizzata del valore estremo, &,

sia delle costanti c, e d,; attraverso tali stimatori &, quindi, possibile determinare la

distribuzione della parte finale delle code e dei quantili piu alti.

3.3.1 La stima del parametro &

Nella presente sezione, vengono studiati due importanti stimatori del

parametro di forma &, che assumono un ruolo fondamentale nella teoria dei valori

estremi: lo stimatore di Pickands e quello di Hill.
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o Lo stimatore di Pickands

L’idea che sta alla base dello stimatore in questione € quella di trovare

una condizione equivalente a F € MDA(H, ), che pero coinvolga il parametro ¢ in

maniera semplice. La chiave teorica al presente problema & rappresentata dal
teorema (2.26), dove & stato dimostrato che, per F € MDA(H, ), U(t) = F~( 1 -t ™)

soddisfa la:
m U2t)-u(t) _ o
t— U(t) - U(t/ 2)
Inoltre vale la seguente proprieta di uniformita: se risulta che lim,_,_ c(t) = 2, per

una funzione positiva c, allora

mw = 2% (111.6)
t—e U(t) - U(t/ c(t))

A questo punto, l'idea & quella di costruire uno stimatore empirico utilizzando
quest’ultima relazione. A tale scopo, siano V,, < ... < V4, le statistiche dell’ordine
di un campione di v.a. iid V4,..., V, con comune funzione di distribuzione di Pareto
Fv(x) =1 —x 7', con x > 1. Segue che, come avveniva per la trasformazione

quantile enunciata nel lemma (2.4),

d
= (U(Vin))k=1,.. n
dove Xj,..., X, sono iid con funzione di distribuzione F. Si noti che Vi, e il (1 —

Dot
=
=}
~N—"
=~

]
N
=}

|

.....

k/n)-quantile empirico di Fy. Utilizzando la trasformazione quantile & cosi possibile

osservare che
—> 1, n—o o,

se k =k(n) —» «e k/n — 0. In particolare,

P V. P
Vin > © € 2kn —>1, n— o.
Vin 2
Combinando tutto cio con la (I11.6), si ha:
U(Vk,n)_U(VZK,n) 13 n— o

U(\/2k,n ) - U(\/4k,n )
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Considerando questi ultimi risultati e la (II1.6), lo stimatore di Pickands viene cosi

definito:

&P = iln Xin = Xakn
N

D~ 2kn (I1L.7)
N2 Xon — Xakn

Viene ora enunciato il teorema contenente le principali proprieta dello stimatore in

questione.
Teorema (3.1): si supponga che (X,) sia una sequenza iid con funzione di

distribuzione F e MDA(H.), con & e %. Sia £© = £f)lo stimatore di
Pickands (111.7). Allora vale:
a. Consistenza debole: se k — «» e k/n — 0, allora
n P
£F e, n— .

b. Consistenza forte: se k/n — 0 e k/Ininn — « pern — «, allora

~P) qg.c.
€ > &, N— w.

c. Normalita asintotica: sotto ulteriori condizioni su k ed F,

JkE-g) SN0 (E), n— o,
dove

&2(22@1 I 1)
(2(2° =1)In2)?

v(g)=
Come si pud osservare, il calcolo dello stimatore di Pickands coinvolge una
sequenza di statistiche di ordine superiore crescente, al crescere di n. Di
conseguenza, nell’analisi dei dati, &€ possibile includere il diagramma di Pickands
{( &):k=1,.,n},
al fine di determinare un valore opportuno di k. L’interpretazione di tale grafico, e
di conseguenza la scelta ottima di k, rappresenta una questione molto delicata per

la quale non esiste una soluzione universalmente valida.
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o Lo stimatore di Hill (per € = a™' > 0)

Si supponga che Xj,..., X, siano iid con funzione di distribuzione F <
MDA(®, ), con a > 0, in modo che F(x) = x ~°L(x), x > 0, per una funzione slowly
varying L. Le distribuzioni aventi code di questo genere rappresentano il principale
esempio di funzioni heavy-tailed. Per molte applicazioni, la conoscenza dell’indice
di variazione regolare a & di notevole importanza. Se, ad esempio, a < 2, allora
E(X+?) = »; tale caso & spesso osservato nei dati di natura assicurativa.

Lo stimatore di Hill del parametro a assume la seguente forma:

1
k

GH = &E(""n) = L%Zln X, —In Xk’nJ (IIL.8)
i=1

dove k = k(n) — « in modo appropriato, cosi che, come nel caso dello stimatore di

Pickands, viene coinvolta una sequenza di statistiche di ordine superiore

crescente. Si pud inoltre ottenere una stima della coda F(x)

(FO) N = %[XX ] | (I11.9)

e del p-quantile
i n -t/ él
X, = [E(1—p)J Xin-
Dalla (II1.9) & anche possibile ottenere uno stimatore della funzione di
distribuzione dell’'eccesso Fy( x —u ), X > u, tramite la Fy(x —u ) =1 - F(x)/F(x).
Come ¢ stato fatto per il caso precedente, anche per lo stimatore di Hill viene
enunciato il teorema contenente le sue principali proprieta.
Teorema (3.2): si supponga che (X,) sia strettamente stazionaria con
distribuzione marginale F che, per alcune a > 0 ed L e %y, soddisfi la
seguente relazione:
F(x) =P(X>x)=x"(x), x>0.

Sia ¢ = a\"!) lo stimatore di Hill (111.8). Allora vale:
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a. Consistenza debole: si assuma che una delle seguenti condizioni sia
soddisfatta:
e (Xy) siaiid:
e (X,) sia debolmente dipendente;
e (X;) sia un processo lineare.

Sek— « ek/n— 0pern— «, allora

P

i - a.

a
b. Consistenza forte: se k/n — 0, k/ininn — «» pern — «e (X,) € una

sequenza iid, allora

g.c.
1 H 5 q.
c. Normalita asintotica: se ulteriori condizioni su k ed F sono soddisfatte

e se (X,) e una sequenza iid, allora

JK@*" —a) 5 N©0,a?).

Come nel caso dello stimatore di Pickands, & possibile effettuare una analisi

grafica dei dati tramite il diagramma di Hill:

che risulta essere un utile strumento grafico al fine di trovare un ottimo valore per
K.

Nella figura 12 viene rappresentata a,x in funzione di k, per quanto riguarda i dati
del ramo incendio gia presi in considerazione per le figure 9 e 11; i punti mostrano,
al crescere di k, un andamento crescente per la stima di a, confermando, ancora
una volta, il comportamento heavy-tailed dei dati. |l valore di a potrebbe essere
derivato da regioni del grafico in cui esso risulta stabile, oppure si potrebbe

scegliere un k ottimale che minimizzi lo scarto quadratico medio asintotico dello
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stimatore in questione, ma tale procedimento non risulta di facile applicazione.

08 i

3 Py i "M_/.rwﬂzn-v—-
osf
!W

o4l

02

02 | I | | I | I
a 200 400 600 &00 1000 1200 1400 1600

Figura 12- Il diagramma di Hill al variare dei valori delle statistiche degli ordini.

Lo stimatore in questione, infine, risulta essere estremamente sensibile

nei confronti della dipendenza dei dati.

3.3.2 La stima delle costanti c, e d,

Nella pagine precedenti, & stato possibile ottenere degli stimatori per il

parametro &, a partire dai dati iid Xj,..., X, con funzione di distribuzione F e

MDA(H, ). Si ricordi, inoltre, che quest'ultima condizione equivale alla seguente

d
¢ (Ma—dn) > H,
per opportune costanti c, > 0 e d, € R; tale relazione vale se e solo se
NF(cx+dy)—>-INH.(X), N— o, xe R,

Come si avra ora modo di vedere, le sequenze delle costanti (c,) e (dn)

sono molto importanti ai fini della stima dei quantili e delle code. Nel capitolo
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precedente, infatti, sono state fornite formule di collegamento tra le costanti in
questione e la coda F. Ad esempio, per il caso della distribuzione di Gumbel, & =

0, con estremo superiore destro xg = «, dalla proposizione (2.9) si deriva che
ch=a(dn), dn=F(1-n""),

dove a(-) rappresenta la funzione ausiliaria che pud assumere la seguente forma:
X

Si consideri, ora, il caso piu generale in cui F € MDA(H, ), con & > 0, che include i

-nl"nl

casi piu importanti, ai nostri fini, delle distribuzioni di Fréchet e di Weibull, i cui

maximum domains of attraction possono essere unificati tramite la relazione
x*=In(1v x), Xe R.

Nel seguente lemma, i valori delle costanti normalizzatrici trovati per la

distribuzione di Gumbel, vengono adattati anche per il caso piu generale, in cui F

e MDA(H;),con ¢ >0

Lemma (3.3): siano Xi,..., X, iid con funzione di distribuzione F € MDA(H, ),

& >0, con estremo superiore xg = » e costantic, >0 e d, e R. Allora X7,...,

X, sono iid con funzione di distribuzione F € MDA(A) e con funzione

ausiliaria
ey — ()
a t - ——d .
(t) !F*(t) y

Le costanti normalizzatrici possono essere cosi scelte come:
dn*=(F)~(1-n7")
* —_ A% *) — ’?*(y) T C*
(dn*) = [F*(d;)y dj (v)dy

Si & precedentemente affermato che lo stimatore deve essere basato sulle k
statistiche di ordine superiore Xg,..., X1, dove k = k(n) — «. Dall’ultimo lemma,
e possibile ottenere degli stimatori per le costanti normalizzatrici, sostituendo F*

con la funzione di distribuzione empirica F,*:
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dijk =Xk 1n=In (1 v Xis1n)

In X4, K

ok OO_* 1
Cn/k=E J.Fn(y J.F(y EZ Xicstn -
a:/k Ir'|Xk+1n =1

Si noti che quest’ultima equazione rappresenta una versione dello stimatore di Hill,
potendo trascurare il cambiamento da k a k+1, in quanto asintoticamente
insignificante.

La trasformazione inversa da F* a F si ottiene tramite la relazione

EP(X*>C,";,kx+d,";,k)= P(X>exp{c’,§,kx+d:;,k}), x> 0.

n
k

Infine, si utilizza F* ¢ MDA(A ), poiché la parte sinistra converge a e pern — «,

Ve
X
xk+1,n

se n/k — «. Si ottiene cosi lo stimatore della coda

(F(X) W= E(exp{-a;/k 4 |nx})—1/é?./k —

S| =

Come stimatore del quantile si ottiene:

n ~Cni
Xp = (E (1 - p)j xk+1,n .
Per concludere, & possibile riassumere quanto detto sinora come segue:

sia &M lo stimatore di Hill del parametro &, dunque

Sia Xji,..., Xy un campione da F ¢ MDA(H,), £>0, e k = k(n) — « tale che

k/n — 0. Allora, per x sufficientemente ampi, uno stimatore della coda per F(x)

diventa

_ o x )
(F(x)) =H(xk+1,nJ .

[l quantile x,, definito da F(x,) = p € (0,1) pud essere stimato tramite

—EM

X, = [Em—mj Xitn -
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3.3.3 La stima delle code e dei quantili

Si consideri il campione X4,..., X, di v.a. iid con funzione di distribuzione

F e MDA(H, ), per alcuni ¢ € R. Sia 0 <p <1 e x, denoti il corrispondente p-
esimo quantile. Il punto essenziale della condizione F ¢ MDA(H,) & quella di
essere in grado di stimare quantili esterni al range dei dati, quindi perp > 1 —1/n, il
che equivale a trovare stimatori della coda F(x), per x grandi. Nelle precedenti
sezioni sono gia state discusse alcune possibilita; infatti nel momento in cui si
hanno degli stimatori per il parametro ¢ e per le costanti c, e dn, si possono
immediatamente derivare degli stimatori naturali di x, e di F(x) a partire dalla
proprieta F € MDA(H,). Il piu importante lavoro, inerente il problema trattato, e
stato quello formulato da Dekkers e De Haan. | principali risultati da essi ottenuti
vengono formulati in termini di condizioni su U(t) = F(1=t~"), in modo che Xp =

U(1/(1=p)). Ponendo Un(t) = F,"(1 -t~ "), dove F,~ rappresenta la funzione

quantile empirica,

k-1
Un(krl']j =F”(_(1_szxk,n, k=1,...,n.

In questo senso, X, appare come stimatore naturale dell’( 1 —( k -1 )/n )-quantile.

Nel teorema (2.26), F ¢ MDA(H, ) e stata caratterizzata tramite il comportamento

asintotico di U:

lim U(tx)-U(t) _ x° -1

, y>0, 1.
SUty)-uy  yiorn T YT

Per ¢ = 0, quest'ultimo limite pud essere interpretato come Inx/Iny e dunque si
ottiene

X

LU= Uty) X1+ o(1)) + U

U(tx) =

Utilizzando quest'ultima relazione, & possibile ottenere uno stimatore del quantile
Xp al di fuori del range dei dati. Infatti, si sostituisca U con U, e si pongay = 1/2, x

=(k-1)/(n(1p))et=n/(k—1) sisostituisca £ con un appropriato

129



Capitolo 3: Modelli statistici per I'analisi degli eventi estremi

stimatore £ . Trascurando il termine o(1), & possibile trovare il seguente stimatore
di Xp:

¢ = (ki

p

1-p)))° -1
(PO (= X)X

3.4 LA STIMA DEGLI ECCESSI AL DI SOPRA DI UNA SOGLIA

La metodologia introdotta precedentemente & stata ottenuta sulla base
dell'ipotesi che i dati provenissero da una distribuzione generalizzata del valore
estremo, oppure che appartenessero al suo maximum domain of attraction. Si €,
poi, basata la stima statistica dei principali parametri sulla tecnica della massima
verosimiglianza, sul metodo dei momenti probability-weighted o su una
appropriata condizione di variazione regolare. Nel capitolo precedente, sono,
inoltre, state poste le fondamenta per un approccio alternativo basato sugli
eccessi al di sopra di una soglia elevata. L’idea chiave di tale approccio, per altro
molto importante per la teoria dei valori estremi, viene ora esposta.

Si supponga che X, X4, ..., Xp siano v.a. iid con funzione di distribuzione
F € MDA(H, ), per qualche ¢ e ®.

Xi A

p t
Figura 13- | dati Xj,..., X411 ed i corrispondenti eccessi Y4,..., Yy Oltre la soglia u.
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Innanzitutto, si scelga una soglia elevata u e si indichi con
Ny=card{i:i=1,....,n, X;>u}
il numero degli eccessi di u da parte di Xy,..., X,. Si denoti, poi, la sequenza dei
corrispondenti eccessi con Yy,..., Ynu. A tale proposito, si veda la figura 14. La
funzione di distribuzione dell’eccesso di X & data da
Fuy)=P(X-u<y|X>u)=P(Y<y|X>u), y=>0.
Quest'ultima relazione pud anche essere riscritta come segue
F(u+y)=F(u)F(y). (I111.10)

Si riprenda ora la definizione della distribuzione generalizzata di Pareto G, ;, con

parametri £ € R e B > 0, la cui distribuzione della coda é data da:

e
X

— 1+ &— 0,

G.y(x) = (+§Bj 570y cD(e.p),

e*/P se £=0,
dove
[0,0) se >0,
D , =
(&) {[O,-B/él se £<0.

Dalle proprieta della distribuzione generalizzata di Pareto, espresse nel teorema

(2.27), si pud ricavare un risultato limite per F, (y), ossia

lim sup

uTxe 0<X<Xp-U

Fu(x)= G,y (x) =0

per un’appropriata funzione positiva p. In base a tale risultato, per u grande, vale

la seguente approssimazione

F(y) = Geg(¥)- (IIL11)
Si deve osservare che B €& una funzione della soglia u. Nella pratica, u dovra
essere preso sufficientemente largo. Scelto in questo modo u, £ e B = B(u) sono

stimati dai dati relativi agli eccessi e, di conseguenza, le stime risultanti dipendono

da u. La relazione (II1.10), a questo punto, permette di definire un modello per
stimare la parte finale della coda di F attraverso le stime separate di F(u) e di
F,(y). Uno stimatore naturale per F(u) & dato dalla funzione di distribuzione

empirica
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(F(u)* = F(u) =

I N,
{X;>u} 7 .

o SN

i=1
D’altra parte, I'approssimazione generalizzata di Pareto, fornita dalle (III.11),

suggerisce uno stimatore della forma:
(R = G4(y)
per appropriati £ =&, e =By, .
Lo stimatore risultante, per la coda F (u + vy ), pery > 0, assume, dunque, la forma

K

(F(uw))b%(wé

=<

Nei casi di Fréchet e di Gumbel ( ossia per £ > 0 ), il dominio per la precedente

relazione € y > 0, evidenziando, chiaramente, che si stima F nella sua coda

superiore. Uno stimatore del quantile x, risulta essere

Naturalmente, il problema degli eccessi al di sopra di una soglia u
dipende, principalmente, dalla scelta di u ed i problemi che si incontrano nel
determinare un valore soglia ottimo sono gli stessi che si devono affrontare per la
scelta del numero k delle statistiche di ordine superiore, per lo stimatore di Hill. Un
valore di u troppo elevato riduce il numero degli eccessi e, di conseguenza,
aumenta la varianza; d’altra parte, un valore troppo piccolo della soglia rende
distorti gli stimatori.

Un metodo di immediata applicazione nella pratica, per la scelta di u, si basa sulla
linearita della funzione media dell’eccesso e(u) per la distribuzione generalizzata
di Pareto. Dalle sue proprieta, espresse nel teorema (2.26), si sa che, per una v.a.

X con funzione di distribuzione G; ,

e(U)=E(X-u|X>u)= B1+—2u’ ueD(&,B), & <1

e, dunque, e(u) € lineare. Si ricordi, inoltre, che la funzione empirica dell’eccesso

medio di una data sequenza Xjy,..., X, € definita da
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(Xj-u), u>0,

dove Ny =card{i:i=1,...,n, X;>u}=card A, (u). Dunque, questo rappresenta
un approccio grafico al problema della determinazione della soglia : u > 0 deve
cioé essere scelto in modo tale che en(x) abbia un andamento
approssimativamente lineare, per x > u.

Per quanto riguarda le stime di ¢ e di B, anche in questo caso & possibile ricorrere

al metodo della massima verosimiglianza e a quello dei momenti.

3.4.1 La stima di massima verosimiglianza

Sia X = ( X4,..., X5 ) un campione di v.a. iid con comune funzione di
distribuzione F. Si supponga che la F sia una distribuzione generalizzata di

Pareto, con parametri ¢ e B, in modo che la funzione di densita sia

F(x) = %[wgﬂ{‘_ . xeD(g,pB)

La funzione di log-verosimiglianza risulta uguale a

I((£,8); X) =-nInp - (%HJZ”:m(n%xij.

Si noti che gli argomenti della precedente funzione devono soddisfare la
restrizione del dominio X; € D(&,pB) e si ricordi che D(¢,B) = [0,»), per £ > 0.

Ora, le equazioni di verosimiglianza possono essere derivate e risolte
numericamente portando alla stima della massima verosimiglianza di & e di B,.

Tale metodo risulta efficace per £ > -1/2 ed, in questo caso si pud dimostrare che
12| ¢ Bn d -1
n F’“_F”F_ - N(O,M™), n— w,

dove

1 _ 1+E_, -1
M -(1+§)(_1 2)
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e N(p,X)é una distribuzione normale bivariata con vettore media n e matrice
delle covarianze T. Le tipiche proprieta di consistenza e di efficienza asintotica
sono rispettate.
In base alla (II.11), risulta piu realistico assumere una distribuzione generalizzata
di Poisson per gli eccessi Y4,..., Yn, dove N = N, € indipendente dagli Y;. Cosi le
risultanti equazioni di verosimiglianza condizionata possono essere risolte tramite
una riparametrizzazione (¢,B) — (§,t), dove © =-¢/B. Cid porta alla soluzione

N

€= &) =N""YIn(1-1Y)

i=1

dove t soddisfa la seguente relazione

11 1 Ny,
h(T)——+N[%+1JZ1_TY 0

T

el W
06+ P " o

04

02r

Elld EIIEI oja ‘; 1 I2 1 r-l 1 TG 1 Iﬁ _2
Figura 14- Stima della massima verosimiglianza del parametro ¢ , al variare della soglia u,
e relativi intervalli di confidenza.

Sempre relativamente all’esempio del ramo incendio, gia considerato per le figure
9, 11 e 12, nella figura 14 viene rappresentata la stima della massima
verosimiglianza del parametro di forma ¢, al variare della soglia. In generale,

maggiore & il valore del parametro in considerazione, piu pesante é la coda della
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distribuzione e, di conseguenza, piu elevati sono i prezzi e le stime dei quantili che
si derivano. |l grafico, dunque, ancora una volta, suggerisce che i dati seguono
una distribuzione heavy-tailed. La scelta della soglia si rivela, a questo punto, di
cruciale importanza; se viene posta uguale a valori troppo elevati, allora si rischia
di non avere un numero sufficiente di valori che vanno oltre tale limite. D’altra
parte, perd, non pud nemmeno essere considerata a livelli troppo bassi, in quanto
si stanno analizzando sinistri “grandi”. La situazione ideale sarebbe quella di avere

un andamento stabile del parametro di forma &.
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Figura 15- Rappresentazione della distribuzione empirica e delle distribuzioni
generalizzate di Pareto per due diversi valori soglia u = 775 e u = 1500.

Per quanto riguarda il problema della scelta del valore della soglia u, si pud
analizzare la figura 15, nella quale la distribuzione empirica dei dati relativi al ramo
incendio, finora considerati, vengono rappresentati insieme alle distribuzioni
generalizzate di Pareto per due diversi valori soglia allo scopo di vedere quale di
esse meglio si adatti al data base a disposizione. Nel caso in cui u = 775, si hanno
141 eccessi e ¢ = 0,492, mentre per u = 1500 gli eccessi sono 48 e ¢ = 0,715. La
distribuzione generalizzata di Pareto con u = 775 sembra un buon modello per i
dati considerati, ma la sua coda potrebbe risultare un po’ troppo sottile per

catturare il comportamento delle piu elevate perdite osservate e, di conseguenza,
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rischierebbe di sottostimare un po’ le probabilita di perdite medio-grandi rispetto al

modello con u = 1500, che risulta, dunque, migliore.

3.4.2 1l metodo dei momenti probability-weighted

Questo metodo dei momenti per una distribuzione generalizzata di
Pareto, in analogia a quanto dimostrato per generalizzata del valore estremo, &

basato sulle quantita

o, = E| Z(@aB(Z))] = W’Jﬂ—ﬁ)’ r=0,1,

dove Z ha distribuzione generalizzata di Pareto G, ;. Si ottiene, cosi,

20,0y g

§=2'

®y — 20 Wy — 20,

B =
Sostituendo, ora, ®, € o, con gli stimatori empirici dei momenti, si possono

ottenere gli stimatori dei momenti probability-weighted f e & .
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