CAPITOLO 4: UN ESEMPIO DI APPLICAZIONE AL RAMO
INCENDIO

Nel presente capitolo, viene trattato lo studio di due data-base relativi al medesimo
ramo (quello incendio), ma a due diversi mercati: quello inglese e quello danese.
Innanzitutto, viene effettuata una analisi esplorativa dei dati a disposizione, tramite
le funzioni qq-plot e mean excess, dopodiché, in base ai risultati raggiunti in
questa prima fase, viene valutato I'impatto che tali eventi (in particolare, quelli
danesi) potrebbero avere a livello di solvibilita di impresa; vengono, infatti,
effettuate delle simulazioni, al fine di poter calcolare, nel modo piu preciso
possibile, il valore del capital at risk. Tale grandezza, oltre che con questo
sistema, viene calcolata anche tramite la formula approssimata Normal-Power, in
modo da evidenziare la diversita dei due risultati. Infine, si pone I'attenzione sul
calcolo del TVaR, di particolare interesse per quanto riguarda i sinistri analizzati
nel presente lavoro in quanto, oltre al valore del capitale a rischio, esso tiene
conto anche dell’expected shortfall, ossia del valore atteso dei casi che superano il

capital at risk.

4.1 L’ANALISI DEI DATI

| due data-base a disposizione riguardano il ramo incendio di due
diversi mercati. Nel presente paragrafo, essi vengono analizzati nel dettaglio e
messi a confronto.

| dati danesi,*® nel totale, comprendono 2.492 sinistri, ma nel presente
lavoro ne vengono considerati solo 2.156, in quanto si introduce una franchigia
assoluta pari ad 1 milione di corone danesi (DKK). Essi raccolgono gli elementi del

mercato in questione dal 1980 al 1990 e sono espressi come dati storici, di

* Fonte: MCNEIL ALEXANDER 1., Estimating the tails of loss severity distributions using extreme value
theory, Astin Bullettin 27, 1997.
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conseguenza risulta possibile costruirne la serie temporale, come viene mostrato
nella figura 16. Tale grafico & importante, in quanto permette di identificare i sinistri
piu significativi e di osservare se esistono o meno dei raggruppamenti di grandi
perdite, il che potrebbe mettere in dubbio l'ipotesi secondo cui le variabili siano
indipendenti ed identicamente distribuite. Nel caso in esame, dallandamento del
grafico, & possibile affermare che, per quanto riguarda i dati danesi, l'ipotesi di
indipendenza risulta valida.

Un altro grafico estremamente utile per un primo approccio ai dati, & rappresentato
dallistogramma delle frequenze assolute, presentato, nella figura 17, in scala
logaritmica, in modo da poter meglio apprezzare I'ampiezza dellintervallo
all'interno del quale ricadono i dati ed esaminare 'andamento dei sinistri estremi.
Dal grafico in questione, & possibile osservare che la distribuzione presenta una
coda destra particolarmente pronunciata.

Per poter, infine, completare questa prima analisi dei dati danesi, risulta

fondamentale fornirne la relativa funzione di ripartizione empirica F.(x), che, per
un campione di ampiezza n, & definita da Fn(x)= n" 2ictlixex) Essa, nella figura

18, & rappresentata per ciascun valore dei dati e, anche in questo caso, € in scala
logaritmica, per le ragioni sopra esposte.
Nell’'ultimo grafico, cosi come nei precedenti due, risaltano particolarmente, in
quanto si distaccano dai restanti, i tre eventi caratterizzati dagli importi piu elevati;
essi sono pari a circa 144, 152 e 263 milioni di DKK.
Da una prima analisi dei grafici appena presentati, si potrebbe, dunque,
concludere che la distribuzione dei dati in questione sia caratterizzata da code
pesanti; essa, infatti, comprende valori superiori al milione di DKK (escludendo,
quindi, i sinistri di piccolo importo) ed, inoltre, raggiunge perdite di valore
particolarmente elevato.

Per quanto riguarda, invece, i dati inglesi,*’ essi si presentano molto

diversi da quelli sinora analizzati. Innanzitutto, non sono espressi in serie storica,

T Fonte: DAYKIN C. D., PENTIKAINEN T., PESONEN M., Practical risk theory for actuaries,
Chapman&Hall, Londra, 1994.
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Figura 16- Serie temporale dei dati DK
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bensi raggruppati in 27 classi di diversa ampiezza e con limiti crescenti in ordine

geometrico (si veda la tabella 10). Inoltre, essi comprendono anche valori inferiori

ad un milione di DKK, in quanto gli importi delle prime classi raggiungono valori

talmente esigui che la presenza di

eccessivamente ridotto il numero.

classi |limiti superiori X; n;
1 0,0011 0,0004 4319
2 0,0015 0,0013 795
3 0,0022 0,0018 910
4 0,0030 0,0026 962
5 0,0043 0,0036 1097
6 0,0062 0,0051 1121
7 0,0087 0,0073 1046
8 0,0122 0,0104 969
9 0,0173 0,0146 843
10 0,0245 0,0206 805
11 0,0347 0,0293 694
12 0,0491 0,0413 602
13 0,0694 0,0584 480
14 0,0981 0,0819 382
15 0,1387 0,1166 329
16 0,1962 0,1632 273
17 0,2774 0,2331 214
18 0,3923 0,3306 172
19 0,5549 0,4632 136
20 0,7847 0,6557 108
21 1,1097 0,9290 88
22 2,7093 1,6874 117
23 5,4187 3,6511 47
24 8,1280 6,8858 12
25 10,8373 9,1596 4
26 21,6746 13,8393 8
27 32,5119 27,9539 3

Tabella 10- | dati inglesi (i valori sono espressi in milioni di DKK).

una franchigia unitaria ne avrebbe

Ovviamente, come si avra modo di osservare dalle prossime analisi, il

fatto che i dati siano raggruppati in classi, € non espressi come serie temporale,

rende i risultati meno precisi, in quanto parte delle informazioni vengono perse.
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Anche per il caso in esame, sono forniti i grafici rappresentanti I'istogramma delle
frequenze assolute (figura 19) e la funzione di ripartizione empirica (figura 20). Da
essi € possibile evincere che, ancora una volta, i dati sembrano seguire un
andamento heavy-tailed, anche se in modo meno marcato rispetto al caso
danese.

Se, infatti, si paragonano le funzioni di ripartizione inglese e danese,
come e mostrato nella figura 21, si pud osservare che la prima cresce piu
velocemente della seconda, la quale, proprio per questa ragione, avra code piu

pesanti.

Una volta analizzate a livello grafico le due distribuzioni, si ritiene
opportuno evidenziarne le principali caratteristiche, ossia media, scarto quadratico

medio, indice di asimmetria ed indice di variabilita (si veda la tabella 11).

dati DK dati UK
media 3,3973 0,076

scarto quadratico
8,4826 0,5946

medio
asimmetria 18,9344 27,4388
indice di variabilita 2,4969 7,8237

Tabella 11- Le principali caratteristiche delle due distribuzioni.

Come ci si sarebbe potuti aspettare, i dati danesi sono caratterizzati da uno scarto
quadratico medio ed una media piu elevati (si ricordi, infatti, la presenza della

franchigia assoluta), ma da indici di asimmetria e di variabilita piu contenuti.

A questo punto, risulta possibile proseguire con una piu approfondita
analisi dei due data-base considerati, ponendo, in particolare, I'attenzione sul
comportamento delle code. Vengono, infatti, introdotti dei test grafici che
permettono di individuare I'eventuale presenza di eventi estremi.

Una prima funzione, estremamente utile al fine dell’analisi del

comportamento di una distribuzione, & certamente costituita dal qq-plot (o
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diagramma dei quantili), precedentemente introdotta ed ora ripresa®®; in essa, i
quantili della funzione di ripartizione empirica (disegnati sull’asse delle x) vengono
rappresentati in confronto a quelli di una funzione di riferimento (raffigurati
sull’asse delle y). Solitamente, come termine di paragone, viene utilizzata la
distribuzione Esponenziale, in quanto e caratterizzata da code di media
pesantezza e di conseguenza permette di capire immediatamente, senza ulteriori
passaggi, se i dati analizzati sono, o0 non sono, heavy-tailed. Nel presente studio,
oltre ad essa, i dati vengono rapportati anche alla distribuzione Normale, poiché
spesso utilizzata come termine di paragone ed, inoltre, caratterizzata da code
meno pesanti rispetto allEsponenziale.

Osservando il qg-plot, dunque, & possibile capire se i dati seguono all’incirca
'andamento della distribuzione di riferimento: se, infatti, il grafico assume un
andamento pressappoco lineare, allora significa che i quantili delle due
distribuzioni crescono con la stessa velocita e, di conseguenza, si pud concludere
che i dati assumono lo stesso andamento della distribuzione di riferimento. Se,
invece, il grafico assume un andamento concavo, allora i quantili raffigurati
sullasse delle x (e quindi quelli dei dati) crescono piu rapidamente di quelli
rappresentati sul’asse delle y e di conseguenza si pu0 affermare che i dati
analizzati sono caratterizzati da code piu pesanti rispetto alla funzione di
riferimento. Viceversa, se il grafico & caratterizzato da un andamento convesso,
allora significa che i dati hanno code meno pesanti di quelle della distribuzione a
cui li si paragona.

Quanto detto a proposito del gg-plot viene ora applicato ai due data-
base presentati nelle pagine precedenti.

Per quanto riguarda i dati danesi, essi vengono, appunto, paragonati ad
una distribuzione Normale e ad una Esponenziale aventi stesse caratteristiche
(ossia media e scarto quadratico medio) dei valori a cui li si confronta; innanzitutto
nelle figure 22 e 23 vengono raffigurate le funzioni di distribuzione prese come

termine di paragone. Le figure 24 e 25, invece, rappresentano i | qg-plot dei dati

** A tale proposito, si veda pag. 106.
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Figura 23- Distribuzione Esponenziale utilizzata per il paragone con i dati DK
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danesi  paragonati rispettivamente alla distribuzione Normale e a quella
Esponenziale. || segmento di colore rosso, presente in entrambi i grafici,
congiunge il venticinquesimo ed il settantacinquesimo quantile delle distribuzioni:
da un confronto tra le due figure che si stanno analizzando, € possibile affermare
che la prima presenta valori meno concentrati rispetto alla seconda. Soprattutto,
pero, da esse € possibile osservare, per entrambi i casi, 'andamento concavo del
grafico dei quantili (pit marcato, comunque, nel paragone con la distribuzione
Normale), il che permette, quindi, di concludere che i dati considerati sono
caratterizzati da code piu pesanti di quelle delle distribuzioni Normale ed
Esponenziale e, quindi, il data-base considerato puo essere definito heavy-tailed.
Quanto fatto per i dati danesi viene ora ripetuto per quelli inglesi. Anche
in questo caso, il data-base viene raffrontato ad una distribuzione Normale e ad
una Esponenziale aventi le medesime caratteristiche dei valori a cui le si
paragona. Esse sono rappresentate nelle figure 26 e 27. Nella figure 28 e 29,
invece, sono riprodotti i qg-plot in cui i quantili dei dati inglesi vengono
contrapposti a quelli, rispettivamente, della distribuzione Normale e della
Esponenziale. Ancora una volta, nel caso del paragone con la distribuzione
Normale, i valori si presentano meno concentrati. Anche per quanto riguarda i dati
inglesi, inoltre, i loro gqg-plot, in entrambi i casi, assumono una forma concava e, di
conseguenza, si pud concludere che seguono un andamento heavy-tailed.

Osservando i grafici in questione, perd, € possibile notare come il qq-plot sia

caratterizzato da “salti” in corrispondenza dei valori medi delle classi (X,

) nelle

quali i dati sono suddivisi. Questo accade perché ad un valore del data-base
inglese corrispondono piu dati e, di conseguenza, mentre i quantili della
distribuzione di riferimento si spostano, quelli inglesi restano fermi su uno stesso

valore e quindi il gg-plot si muove verso l'alto; cid avviene finché le frequenze
associate ad )_(i non si esauriscono, dopodiché il grafico si sposta verso destra, in

corrispondenza del valor medio della classe successiva.
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Tramite l'analisi del grafico dei quantili, si €, dunque, giunti alla
conclusione che entrambi i data-base possono essere considerati heavy-tailed.
Precedentemente, inoltre, dal paragone tra le due funzioni di ripartizione empiriche
(figura 21), si era osservato che i dati danesi presentavano code piu pesanti
rispetto a quelli inglesi; ora, tramite I'utilizzo del qqg-plot, risulta interessante
verificare quanto detto in precedenza. Nella figura 30, infatti, viene rappresentato il
grafico dei quantili in cui il data-base danese (raffigurato sull’asse delle x) &
paragonato a quello inglese (sullasse delle y): da una analisi di tale
rappresentazione si pud osservare l'andamento concavo del grafico, di
conseguenza & possibile, ancora una volta, affermare che i dati danesi presentano
code piu pesanti rispetto a quelli inglesi. Anche in questo caso, inoltre, si verifica la
presenza di “salti” (questa volta verticali) in corrispondenza dei valori medi delle
classi in cui i dati inglesi sono raggruppati ed, infine, i valori si dimostrano molto
concentrati, in quanto il segmento che congiunge il venticinquesimo ed il

settantacinquesimo quantile € di lunghezza limitata.

Un secondo test grafico, molto importante per I'analisi dei dati in
questione, é rappresentato dalla mean excess function (mef) empirica.*® Si
supponga di osservare Xi,..., X, e tali valori siano ordinati in modo tale che

Xm) =...= Xq), allora la mean excess function empirica é definita da

2 (Xi—u)’

en(u) SR
cioé dalla somma degli eccessi al di sopra di una soglia u, rapportata al numero di
dati che superano la soglia stessa. Tale funzione indica il superamento atteso di
un certo limite, supponendo che vi siano degli eccessi, e costituisce la stima
empirica della funzione mean excess, che pud essere definita come
e(U)=E[X-ulX>ul.
Rappresentando graficamente i punti {(u, en(u)): u > 0}, & possibile non solo

distinguere tra distribuzioni heavy-tailed e light-tailed, ma si pud anche capire

* La mean excess function & gia stata introdotta alle pagg. 108/109.
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Figura 30- QQ-plot tra i dati DK e quelli UK
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quale tipo di funzione pud meglio approssimare gli eccessi oltre la soglia u. Se,
infatti, il grafico della mean excess function empirica assume un andamento
crescente, allora € possibile affermare che i dati analizzati sono caratterizzati da
code pesanti. Se, inoltre, in particolare, i punti rappresentati nel grafico assumono
una configurazione all'incirca rettilinea, allora & possibile concludere che essi
seguono una distribuzione di Pareto.>® Al contrario, nel caso in cui 'andamento &
decrescente, allora i dati possono essere definiti light-tailed. Infine, se il grafico
assume una configurazione costante, parallela allasse delle x, i dati sono
caratterizzati da code di media pesantezza e, di conseguenza, paragonabili ad
una distribuzione Esponenziale.

Nella figure 31 e 32 vengono rappresentate, rispettivamente, la mean
excess function dei dati danesi e di quelli inglesi. Da esse, € possibile concludere
che, innanzitutto, entrambi i data-base sono heavy-tailed in quanto il grafico segue
un andamento crescente, andando cosi a confermare i risultati precedentemente
ottenuti; inoltre, in particolare, € possibile affermare che i nostri dati, in entrambi i
casi, seguono una distribuzione di Pareto, in quanto i punti del grafico sono
caratterizzati da una configurazione pressappoco lineare.

In particolare, nel caso danese, la mean excess function & calcolata e, quindi,
rappresentata per ciascun punto dei 2.156 dati; come valore soglia, infatti, viene
considerato ciascuno di essi. Nel caso inglese, invece, tale funzione viene valutata
solamente nei punti che rappresentano i valori medi delle 27 classi considerate,

che sono cosi presi come limiti.

4.2 L’'IMPATTO SULLA SOLVIBILITA’ D’'IMPRESA

La sopravvivenza di una Compagnia assicurativa dipende in modo
critico dal numero e dalllampiezza dei grandi sinistri, ossia di quegli eventi
caratterizzati da una numerosita limitata, ma da importi estremamente elevati. La

costruzione di un accurato modello, che ben rappresenti I'impatto di tali fenomeni,

>0 A tale proposito, si confronti con la figura 10 a pag. 109.
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contribuisce a mantenere un livello accettabile di impreviste fluttuazioni nei
risultati. Nel presente paragrafo viene valutato I'impatto che sinistri di questo
genere possono avere sulla solvibilita di impresa, ipotizzando che, in accordo a
quanto afferma la teoria del valore estremo, 'onerosita di tali eventi possa essere
approssimata tramite la generalized Pareto distribution, mentre la loro frequenza si

distribuisca secondo una Binomiale Negativa.

4.2.1 Modelli per la rappresentazione di frequenza ed importo dei sinistri

estremi

Come appena accennato, viene ora valutato I'impatto dei grandi sinistri
sul portafoglio di una Compagnia assicurativa, supponendo che questo sia solo ed
interamente composto da eventi estremi.

Per quanto riguarda la frequenza dei sinistri, viene utilizzata la
distribuzione Binomiale Negativa e non la Poisson semplice, in quanto la prima,
introducendo i fattori di disturbo, permette di caratterizzare meglio gli eventi in
analisi. Essa, infatti, viene molto utilizzata nei lavori attuariali per rappresentare il
numero dei sinistri, in quanto, dal momento in cui la sua varianza &€ maggiore della
sua media, si dimostra estremamente utile in situazioni in cui il numero potenziale
di sinistri pud essere soggetto ad una significativa variabilita.

La frequenza viene approssimata tramite la distribuzione in questione quando si
suppone che i fattori di disturbo q si distribuiscano secondo una Gammai(h,h),
caratterizzata da funzione di ripartizione

H(@) =

e?z"dz,
dove TI(h) rappresenta la funzione di Eulero, ed avente come principali

caratteristiche:

E(q) =1, G§= ey, = —.

e

In tal caso, si dimostra che la probabilita condizionata che avvengano k sinistri &

1
h )

definita da:
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pe=Elpikla = [ Jora-pr

conk=0,1,...h=0,1,...e0<p<1.
Al crescere del parametro h, la distribuzione diventa piu concentrata e, per h— «,

essa si approssima alla Poisson semplice.

Al fine di descrivere, invece, la distribuzione del singolo danno, si
suppone che i sinistri assicurativi siano espressi tramite variabili casuali
indipendenti ed identicamente distribuite. Gli attuali metodi di analisi dei valori
estremi si basano sugli eccessi oltre una determinata soglia; Indicando con u
quest’ultima, la distribuzione condizionata per gli eccessi oltre u pud essere

approssimata tramite la generalized Pareto distribution:

71&
prob{xgu+y|x>u}z1—(1+mj x > 0,

(e}
dove o > 0 rappresenta il parametro di scala, £ un parametro di forma e u € la
soglia. Come precedentemente spiegato, ai tre casi ¢ <0, £ =0e & >0
corrispondono tre diversi comportamenti di coda. |l caso ¢ < 0 & presente nelle
distribuzioni in cui esiste un limite superiore finito. Il secondo caso emerge quando
si € in presenza di una coda che decresce con velocita esponenziale o anche

quando i dati si distribuiscono secondo una Gamma, una Normale, una Weibull o

una Lognormale. Infine, il caso, ¢ > 0, corrisponde a distribuzioni heavy-tailed,

con code paragonabili ad una Pareto, in cui prob{ X > x }~ x L(x), per x -« e
per una costante positiva a, tale che ¢ =1/ a.

Nel caso di sinistri di grande entita, dunque, la generalized Pareto distribution
permette di ottenere una migliore approssimazione, come si € anche avuto modo
di concludere dall’analisi statistica dei dati, effettuata nelle pagine precedenti. Se
infatti, si scegliesse di approssimare I'importo del singolo sinistro con una
distribuzione caratterizzata da code di media grandezza, come ad esempio la
Lognormale, si rischierebbe di sottostimare eccessivamente l'impatto del costo

sinistri aggregato, con conseguenze che potrebbero risultare estremamente

151



Capitolo 4: Un esempio di applicazione al ramo incendio

negative per la Compagnia assicurativa. Per evidenziare quanto detto ora,
vengono introdotte la figure 33a e 33b, in cui sono rappresentati i dati danesi, la
distribuzione generalizzata di Pareto e la Lognormale, in modo da evidenziare
quanto quest’ultima si allontani dai dati e quanto, quindi, il suo impiego potrebbe
risultare rischioso. Essa, infatti, presenta code un po’ troppo sottili per poter

catturare il comportamento dei sinistri di maggiore entita.

Figura 33a- Funzioni di ripartizione di Lognormale, GPD e dei dati
1 —
+  dati
4 Lognormale
! GPD
0" 10 0
¥ [scala logaritmica)
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4.2.2 La valutazione del capital at risk

Nella presente sezione, viene analizzato I'impatto che gli eventi estremi
possono avere, a livello di capital at risk (CaR), su un intervallo temporale di un

anno, supponendo che il portafoglio sia interamente ed unicamente composto da
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tali eventi. Come riferimento, vengono prese in considerazione le caratteristiche
del data-base danese, analizzato nelle pagine iniziali del presente capitolo; esso,
infatti, piu di quello inglese, pud essere considerato come ben rappresentativo
degli eventi in questione, poiché caratterizzato da sinistri di particolare entita.
Prima di presentare i risultati numerici del caso in analisi, perd, vengono esposti
alcuni concetti teorici inerenti la definizione ed i sistemi di calcolo del CaR ed un
suo paragone con il concetto di Value at Risk.

Il capitale a rischio costituisce, in ambito assicurativo, cid che il VaR (Value at
Risk) rappresenta in ambito finanziario. Il primo, infatti, pud essere definito come
quella parte del capitale proprio di una Compagnia, che, in t = 0, sulla base di una
fissata probabilita di confidenza, pud essere considerata a rischio di erosione
nell’intervallo temporale (0,T); il VaR, d’altra parte, rappresenta la massima perdita
potenziale che si pud conseguire, in corrispondenza di un determinato livello di
confidenza, su un intervallo temporale At. Nella prima definizione si parla di
capitale, mentre nella seconda di valore a rischio, a causa delle diverse
caratteristiche dei due settori interessati, ma i due concetti si equivalgono. Una
differenza tra i due €&, perod, costituita dal fatto che il VaR riguarda intervalli di
tempo molto brevi (ad esempio, per il portafoglio di una banca commerciale, rivolto
ad investimenti molto liquidi, esso viene valutato su intervalli di un giorno), mentre
il secondo & generalmente considerato su base pluriennale. Nel presente lavoro,
come precedentemente accennato, I'analisi viene effettuata su un periodo
monoannuale.

In particolare, per quanto riguarda il Value at Risk, esso riassume I'esposizione del
portafoglio al rischio di mercato e la probabilitd di variazioni sfavorevoli. Gli
investitori hanno, in questo modo, la possibilita di decidere se accettare, oppure
no, un determinato livello di rischio. Se quest'ultimo viene considerato
eccessivamente elevato, il processo che porta alla valutazione del VaR puo anche
essere utilizzato per decidere come ridurlo. Ad esempio, si pud ricorrere alla
vendita dei titoli piu rischiosi, oppure all’aggiunta di derivati quali futures ed

options. Il VaR permette anche di misurare il valore di rischio incrementale, ossia
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valuta il contributo di ciascun valore al rischio totale di portafoglio. Esso, dunque,
si dimostra uno strumento indispensabile.
Tornando all’ambito prettamente assicurativo, a livello formalistico, il CaR pud
essere definito come segue:

U= (1+A)Pt—X(t),
essendo P = E(X), A il tasso di caricamento di sicurezza e X(t) il costo sinistri

nell’orizzonte temporale [0,T] (si veda la figura 34).

UTmax

E(Ur) =APT

Ur

UTmin

Figura 34- Un possibile cammino della riserva di rischio ed il relativo intervallo di

confidenza in T.

min max

e UT
pr{ Uf™ < Ur < U™} =1-2¢

dove ¢ rappresenta la probabilita di rovina fissata, mentre il capitale a rischio, al

I limiti di confidenza Ut sono determinati dalla seguente relazione:

tempot=T & paria
Upr = - U,min
e, di conseguenza,
pr{Ur>-Us}=pr{Ur>U"}=1-¢
= pr{(1+A) PT=X(T) > -U;r=U""}=1—-¢
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Quindi, il capital at risk U,t pud essere definito come quella parte del capitale
proprio di una Compagnia che, in t = 0, pud essere considerata a rischio di
erosione, a causa di caricamenti di sicurezza che nell’orizzonte temporale (0,T)
non riescono a far fronte agli scarti del costo sinistri in eccesso alla media (cioe se
si verifica che (1+A)PT < X(T), ovvero che APT < X(T) — PT).

Nel presente lavoro ci si concentra, in particolare, su due diversi
procedimenti volti al calcolo del CaR: la Normal-Power approximation e quello
delle simulazioni.

Per quanto riguarda la prima, essa ci permette di arrivare alla formula di
approssimazione

Ur = y.ox — AP + Ry,

essendo Y. il frattile (1 — €) della distribuzione Normale standardizzata e Ry =

Yo — 1yxcsx il termine di correzione che introduce l'effetto dellasimmetria y.

Come si avra modo di osservare dalle applicazioni pratiche, questa formula
approssimativa non risulta essere la migliore scelta nel caso in cui si voglia
determinare il capital at risk in presenza di sinistri di particolare entita.

Un secondo metodo che consente di determinare i limiti di confidenza della
riserva di rischio e, di conseguenza, il CaR & rappresentato dalle simulazioni. In
pratica, attribuita una distribuzione di probabilita alle variabili aleatorie presenti nel
modello (numero dei sinistri, importo del singolo sinistro, rendimenti finanziari,...),
esse permettono di simulare 'andamento del processo di rischio U; tramite la
generazione di numeri “pseudorandom” da attribuire alla variabili in questione in
modo da ottenere un “cammino simulato” di U;. Se si ripete tale procedimento il
numero di volte ritenute necessarie perché i risultati siano attendibili, si ottiene,
cosi, un insieme di cammini simulati. Nel presente lavoro, il numero di prove & pari
a 30.000; tale analisi, inoltre, viene effettuata su un periodo di tempo
monoannuale, poiché i sinistri considerati sono caratterizzati da una elevata
variabilita e gli importi, nel caso peggiore, possono raggiungere cifre talmente

elevate da mettere in serio pericolo la solvibilita dell'impresa; effettuando un’analisi

155



Capitolo 4: Un esempio di applicazione al ramo incendio

di breve periodo, & possibile che tali forti oscillazioni possano essere
maggiormente tenute sotto controllo.

A questo punto, risulta possibile analizzare i valori che si ottengono
dall’applicazione pratica di quanto detto sinora. Innanzitutto, viene analizzato il
caso in cui non vengano applicati caricamenti di sicurezza (dunque A = Q) e non si
consideri la presenza di fattori di disturbo e si paragonano i risultati ottenuti
dall'applicazione della formula approssimata Normal-Power (U, np) con quelli delle
simulazioni (U gpp), in cui si suppone che il costo del singolo sinistro si possa
approssimare con la distribuzione generalizzata di Pareto. Nella tabella 12,
vengono riportati i valori ottenuti con questi due diversi sistemi di calcolo ed il loro

rapporto con il valore atteso del costo sinistri aggregato E(X).

£ Urnp Urero | Urne/E(X) |Ur.cpo/E(X)
0,05% |321,1884(427,8742| 9,6172 12,5945
0,07% |318,1242|401,0023| 9,5254 | 11,8035
0,10% |299,0106|381,9532| 8,9531 11,2428
0,50% |212,7189|335,4221| 6,3693 9,8732
1% 175,5314(296,7601| 5,2559 8,7352
2% 138,3856 | 259,9447 | 4,1436 7,6515
3% 116,7114|213,2541 | 3,4946 6,2772
4% 101,3677|206,1530| 3,0352 6,0681
5% 89,501 |188,9981| 2,6799 5,5632
Tabella 12- 1l calcolo del capiltal at risk tramite la formula Normal-Power e le simulazioni,

per diversi valori di €. Le cifre sono espresse in milioni di corone danesi. Il numero di
simulazioni per U, gpp € pari a 30.000.

Come si puo immediatamente osservare dai risultati, il calcolo approssimato della
Normal-Power sottostima, rispetto a quello delle simulazioni, il valore di U,. Tale
differenza, in questo caso, €& piuttosto marcata in quanto come termine di
paragone si utilizza un modello in cui il costo del singolo sinistro viene
approssimato con una distribuzione generalizzata di Pareto, che, com’é noto, &
caratterizzata da code di particolare pesantezza. Se si osserva, invece, il rapporto
tra il capitale a rischio e il valor medio del costo sinistri aggregato, & possibile
notare che, per 'uno e l'altro caso, esso raggiunge valori piuttosto elevati; se, ad

esempio, € = 0.05%, con i due procedimenti si ottengono valori vicinia9e a 12 e
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cio significa che il CaR €& pari a circa nove, o dodici, volte la media del costo
sinistri aggregato. Questo avviene perché il data-base che si sta considerando &
caratterizzato da una elevata variabilita e cid0 comporta una maggior valore di
capitale a rischio di erosione.

Studiare, pero, gli eventi estremi senza tener conto dei fattori di disturbo porta a
risultati molto lontani da quelli reali. | dati che si stanno considerando, infatti,
riguardano il rischio incendio che, cosi come tutti gli altri eventi estremi, &
caratterizzato da un potenziale di sinistri di significativa variabilita. L’introduzione
dei fattori di disturbo non provoca alcun cambiamento strutturale del rischio (come,
invece, succede in presenza di trends o cicli di lungo periodo®'), ma comporta
delle piu ampie oscillazioni sul numero atteso dei sinistri.

Per effettuare, dunque, un piu preciso studio del capital at risk, vengono ora
presentati i risultati ottenuti da due simulazioni, in cui si tiene conto dei fattori di
disturbo; in una si suppone che il costo sinistri aggregato si distribuisca secondo
una distribuzione generalizzata di Pareto, mentre nell'altra viene ipotizzato che
X(t) segua una distribuzione Lognormale. Nella tabella 13, oltre agli importi del
capitale a rischio, associato a diversi limiti di confidenza, vengono mostrati i valori

del risk riserve ratio (u;), ossia del rapporto tra il CaR ed i premi di tariffa.

€ U:crp Ur.Loan Ur.GPD UrLOGN
0,05% 4173,5 | 28071 1,0090 | 0,6787
0,07% 4130,1 2689,2 | 0,9985 | 0,6502
0,1% 4092,4 | 2488,4 | 0,9894 | 0,6016
0,5% 37171 19481 0,8987 | 0,4710
1% 3469,2 1836,8 | 0,8387 | 0,4441
2% 3108,7 1721,8 | 0,7516 | 0,4163
3% 2860,8 1676 0,6481 0,4052
4% 2671,3 1578,5 | 0,6458 | 0,3816
5% 2512,8 1502,1 0,6075 | 0,3632
Tabella 13- | valori del CaR e del risk riserve ratio, nel caso in cui 'importo del singolo
sinistro si approssimi con una GPD e con una Lognormale, per diversi valori di €. Le cifre
sono espresse in milioni di DKK. Il numero di simulazioni effettuate & pari a 30.000.

>! Nel presente modello trends e cicli di lungo periodo non vengono considerati, perché 1’analisi & effettuata
su un solo anno.
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Analizzando i risultati ottenuti dalle due simulazioni, € possibile osservare che i
valori del capitale a rischio risultano inferiori nel caso in cui il costo del singolo
sinistro venga approssimato tramite una Lognormale. Come si era gia osservato in
precedenza, infatti, questa distribuzione sottostima, rispetto alla generalizzata di
Pareto, gli eventi piu estremi (si veda la figura 33b) e, di conseguenza, il capitale
ritenuto a rischio di erosione €& inferiore. Per poter, perd, meglio paragonare questi
due modelli, & piu corretto raffrontarne il risk riserve ratio, in quanto tale grandezza
mostra il valore del capitale a rischio in rapporto a cid che si € incassato, ossia ai
premi di tariffa. Dalla tabella 13 si pud osservare che u;gpp raggiunge valori pari a
circa il doppio di uroen, andando cosi a confermare la teoria secondo cui la
distribuzione Lognormale non sia particolarmente adatta ad approssimare gli
eventi estremi.

Per mostrare quanto detto sinora anche a livello grafico, nelle figure 35 e 36
vengono riportati gli istogrammi dei capitali a rischio, rispettivamente, nel caso
della distribuzione generalizzata di Pareto e della Lognormale. Nel primo, il grafico
mostra una forma piu schiacciata e una coda sinistra piu prolungata rispetto al
secondo. Nella figura 37, invece, vengono rappresentati i percentili della
distribuzione in cui il costo sinistri aggregato & approssimato tramite una
generalized Pareto distribution; in particolare, oltre a quelli in corrispondenza dei
quali € stato finora calcolato il capital at risk, in essa vengono raffigurati anche i
percentili novantanovesimo e cinquantesimo (ossia la mediana). Da questi ultimi
due grafici, & possibile, ancora una volta, osservare come le code, nel caso della
generalized Pareto distribution siano piuttosto prolungate e, di conseguenza,
come i percentili (soprattutto quelli piu bassi) siano maggiormente ravvicinati.

Ora, una volta calcolato il capital at risk associato ad una determinata probabilita
di confidenza ¢, si prosegue andando ad indagare sul comportamento di U; nei
casi peggiori, ossia nei casi a cui viene associata una probabilita di confidenza
ancora piu piccola. Per quanto riguarda gli eventi che si stanno analizzando nel
presente lavoro, infatti, risulta importante conoscere il comportamento della coda
della riserva di rischio anche oltre il valore del CaR perché, a seconda che questa

mostri un andamento piu 0 meno prolungato, la Compagnia assicurativa corre un
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Figura 35- Istogramma di U(t) nel caso in cui il costo sinistri segue una GPD

2000

1500

1000

500

0
-5000 -4000 -3000 -2000 -1000 0 1000 2000 3000
ut)
Figura 36- Istogramma di U(t) nel caso in cui il costo sinistri segue una Lognormale
2500 T T T T T T T
2000
1500 -
=
1000 -
500 -
0 | |
-5000 -4000 -3000 -2000 -1000 0 1000 2000 3000

u(t)

159




Capitolo 4: Un esempio di applicazione al ramo incendio

Figura 37- | percentili di U(t) nel caso in cui il costo del singolo sinistro segue una GPD
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maggiore o minore rischio. Per poter far questo, dunque, si € andato a calcolare il
Tail-VaR (o TVaR), costituito dalla somma tra il capitale a rischio e I'expected
shortfall, essendo quest'ultimo il valore atteso dei casi che superano il CaR.
Dunque, per una data probabilita di confidenza €, 'expected shortfall ad esso
associato puo essere definito come
Se = E[x-CaR¢| x> CaR¢]

e, di conseguenza, il TVaR; viene cosi calcolato:

TVaR, = CaR¢ + S; = CaR; + E[ x - CaR¢| x > CaR¢].
Tornando al paragone tra i capitali a rischio U,gpp € Urioen, VENgoONo ora
calcolati, per entrambi i casi in analisi, i TVaR¢ ed i ;TVaR¢, essendo quest’ultimo il
valore che il risk riserve ratio assumerebbe, nel caso si tenesse conto anche dello

shortfall. | risultati sono mostrati nelle tabelle 14 e 15.
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€ Ur,GPD Ur,GPD Sg TVaR; TVaR,
0,05% 4173,5 1,0090 0,0608 [4173,5608| 1,009016
0,07% 4130,1 0,9985 0,0882 (4130,1882| 0,998530
0,1% 4092,4 0,9894 0,1210 |4092,5210| 0,989424
0,5% 37171 0,8987 1,1760 |3718,2760| 0,898945
1% 3469,2 0,8387 3,0136 |3472,2136| 0,839456
2% 3108,7 0,7516 8,1403 |3116,8403| 0,753539
3% 2860,8 0,6481 14,2311 |2875,0311| 0,695079
4% 2671,3 0,6458 | 20,7530 |2692,0530( 0,650841
5% 2512,8 0,6075 | 27,8636 |2540,6636| 0,614241

Tabella 14- | valori dell’expected shortfall del TVaR, e del ;TVaR; nel caso in cui 'importo
dei sinistri si approssimi con una generalized Pareto distribution, per diversi valori di €. Le
cifre sono espresse in milioni di DKK. || numero di simulazioni effettuate &€ 30.000.

Analizzando i risultati ottenuti, si osserva che, per valori piu piccoli di €, lo scarto

tra il TVaR; ed il capitale a rischio € molto basso; al crescere di €, pero, la distanza

tra i due importi aumenta. Inoltre, nel caso della Lognormale, i valori degli

Shortfalls sono inizialmente superiori a quelli del caso della Pareto generalizzata;

per valori di € maggiori dell’ 1%, pero, tale rapporto viene invertito.

£ U:Loen Ur,LOGN Se TVaR, TVaR
0,05% 2807,1 0,6787 0,0643 |2807,164 |0,678671
0,07% 2689,2 0,6502 0,1361 |2689,336|0,650184
0,1% 2488.,4 0,6016 0,2252 |2488,625|0,601660
0,5% 1948,1 0,4710 1,3903 | 1949,49 (0,471316
1% 1836,8 0,4441 2,8903 | 1839,69 |0,444771
2% 1721,8 0,4163 5,9933 |1727,793|0,417718
3% 1676 0,4052 9,6026 |1685,603|0,407518
4% 1578,5 0,3816 | 12,9772 |1591,477 | 0,384762
5% 1502,1 0,3632 | 16,4273 |1518,527 | 0,367125

Tabella 15- | valori dell’expected shortfall del TVaR; e del ;TvaR nel caso
dei sinistri si approssimi con una Lognormale, per diversi valori di €. Le cifre sono
espresse in milioni di DKK. Il numero di simulazioni effettuata & pari a 30.000.

in cui I'importo
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| risultati analizzati sino ad ora sono stati ottenuti considerando caricamenti di
sicurezza nulli, per poter meglio apprezzare il comportamento del capital at risk e
delle altre grandezze ad esso associate. Nella realta, ovviamente, questo non
accade mai in quanto significherebbe la rovina quasi certa della Compagnia
assicurativa. La presenza di caricamenti di sicurezza positivi fa aumentare il valor
medio della riserva di rischio (che altrimenti sarebbe nullo) e, di conseguenza,
diminuire il valore del capital at risk associato. Per evidenziare quanto appena

detto, nella tabella 16 si espongono i valori che il capitale a rischio U.gpp ed |l

€ U epo uero | TVaR:epp | TVaR gep
0,05% 3069,6 |0,742118| 3069,661 | 0,742133
0,07% 3026,2 |0,731626| 3026,288 | 0,731647
0,1% 2988,5 [0,722511| 2988,621 | 0,722541
0,5% 2613,2 (0,631777| 2614,376 | 0,632062
1% 2365,3 |0,571844| 2368,314 | 0,572573
2% 2004,8 [0,484688| 2012,940 | 0,486656
3% 1756,9 10,424755| 1771,131 | 0,428196
4% 1567,4 |0,378941| 1588,153 | 0,383958
5% 1408,9 |0,340621| 1436,764 | 0,347358
Tabella 16- | valori di capitale a rischio, risk riserve ratio, t-VaR; e TVaR; nel caso in cui
'importo del singolo sinistro si approssimi con una generalized Pareto distribution ed i
caricamenti di sicurezza siano positivi, per diversi valori di €. Le cifre sono espresse in
milioni di DKK. Il numero di simulazioni effettuate & pari a 30.000.

TVaR (riportati nella tabella 14) assumono nel caso in cui si ipotizzino caricamenti
di sicurezza pari a 0,04 e nella figura 38 ne viene riportato l'istogramma.
Paragonando quest'ultima alla figura 35, €& possibile osservare che, nel caso
della presenza di A positivi, la curva subisce uno “spostamento” verso destra, con
conseguente riduzione delle code e, quindi del capitale a rischio.

Nella figura 39, infine, sono rappresentati i percentili del capitale a rischio, nel
caso in esame. Anche da essa & possibile osservare che le code vengono
accorciate; inoltre, se confrontato con la figura 37, il grafico sembra aver subito
una leggera rotazione verso l'alto. Nel caso in cui, dunque, si tenga conto della
presenza di caricamenti di sicurezza positivi, il capital at risk viene notevolmente

ridotto.
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ni

Figura 38- Istogramma di U(t) nel caso in cui il costo sinistri segue una GPD e con caricamenti di sicurezza pari a 0,04
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Figura 39- | percentili di U(t) nel caso in cui il costo sinistri segue una GPD e con caricamenti di sicurezza pari a 0,04
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Concludendo, il caso analizzato nelle ultime pagine & stato utile al fine di
analizzare l'impatto che i rischi estremi possono avere sulla solvibilita di una
Compagnia assicurativa il cui portafoglio sia interamente ed unicamente composto
da sinistri di tal genere. Ovviamente, questo nella realta non succede, poiché i
rischi catastrofali costituiscono, generalmente, una piccola percentuale del
portafoglio assicurativo danni, in Italia maggiormente composto, ad esempio, da
assicurazioni sulla responsabilita civile auto e da altri rischi aventi caratteristiche
esattamente opposte a quelle degli eventi analizzati nel presente lavoro: esigui
importi associati ad una piu elevata probabilita di accadimento.

Inoltre, nel caso in cui i rischi esaminati siano, come quelli analizzati nel presente
lavoro, molto variabili, la Compagnia tendera a considerare caricamenti di
sicurezza piu elevati rispetto a quelli ipotizzati nell'ultimo modello presentato,
ponendoli, ad esempio, pari al 20%. In questo modo, la curva della riserva di
rischio subirebbe uno spostamento verso destra ancora piu marcato, rispetto a
quello che emergeva paragonando le figure 35 e 38, con una conseguente forte

riduzione del valore del capitale a rischio.

Per concludere, le Compagnie assicurative, allo scopo di ridurre ulteriormente il
rischio (soprattutto nel caso in cui questo sia associato ad eventi estremi),
ricorrono allimportante strumento della riassicurazione. Questa, infatti, permette
allimpresa di trasferire parte dei rischi assunti, dietro il pagamento di un premio
commisurato ai rischi stessi. Per quanto riguarda gli eventi esaminati nel presente
lavoro, la forma riassicurativa piu diffusa € costituita da quella per eccedente di
perdita (o stop loss), in cui il riassicuratore si impegna a rimborsare alla cedente
'ammontare globale dei sinistri che, in un anno, superino il limite della priorita e
fino a concorrenza della portata del trattato. Nel caso di eventi particolarmente
rischiosi, I'impresa assicurativa pud stipulare piu contratti con diverse imprese
riassicuratrici e per diversi valori di priorita e portata. |l ricorso alla riassicurazione
permette di ridurre la variabilita della riserva di rischio; in particolare, per quanto
riguarda i contratti proporzionali, questi consentono di assottigliare la curva della

riserva di rischio in maniera complessiva (poiché I'impresa cede una quota
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costante di tutti i rischi in portafoglio, dietro il pagamento di una stessa
proporzione di premi), mentre quelli non proporzionali permettono di ridurre la
parte della curva di U(t) che maggiormente pud mettere a rischio la solvibilita della

Compagnia, ossia la coda della distribuzione.
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