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1. LA RISERVA SINISTRI

Le riserve tecniche sono gli accantonamenti che I'Impresa di Assicurazione detiene per
fronteggiare gli obblighi tecnici nei confronti dei propri assicurati, per quanto
ragionevolmente prevedibile’. Nel’ambito delle assicurazioni contro i danni, la prassi

distingue tra riserva premi e riserva sinistri in base alla finalita di detti accantonamenti.

La costituzione della riserva premi risponde all’esigenza di una corretta gestione del
premio incassato dall’assicuratore; la sua valutazione, possibile ad ogni istante di vita di
un generico contratto, normalmente si basa su ipotesi di distribuzione uniforme delle
spese, di accadimento dei sinistri e di risarcimenti. La legislazione italiana ammette un
metodo contratto per contratto, denominato pro rata temporis, o, in alternativa e sotto

alcune condizioni, un metodo forfettario.

Vogliamo invece concentrarci sulla riserva sinistri, la cui costituzione & giustificata dal
processo di liquidazione dei sinistri. Il Codice delle Assicurazioni gia citato specifica allo
stesso articolo (par. 5) che la riserva sinistri deve essere sufficiente alla copertura sia dei
sinistri accaduti nell’esercizio di riferimento o in quelli precedenti e ancora non chiusi,

sia delle spese di liquidazione.

Dall’accadimento del sinistro fino alla sua chiusura, ossia il momento che determina la
fine degli impegni dell'Impresa di Assicurazione nei suoi confronti, si evolvono infatti
fasi distinte, che possono coprire lassi di tempo pil 0 meno estesi, in ragione del ramo,
delle caratteristiche della Compagnia, della velocita di liquidazione, delle condizioni

contrattuali, nonché della nascita di contenziosi.

L Art. 37 del D.Lgs. 209/2005: Codice delle Assicurazioni Private.
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Possiamo riassumere il corso tipico di un sinistro con lo schema seguente, pur tenendo
conto di possibili anomalie operative (e.g. ritardo della registrazione rispetto alla

denuncia, riapertura di un sinistro chiuso per effetto di contenziosi, ...):

| non registrato | aperto | | |
I | 1

t Yy L, 3 ..t
accadimento denuncia e \—r—j chiusura
registrazione liquidazioni
FIGURA 1

Nello schema si evidenziano i tre momenti fondamentali della vita di un sinistro
(accadimento, denuncia alla Compagnia e conseguente registrazione, chiusura del
sinistro); il numero di liquidazioni & influenzato dalle politiche di liquidazione
dell'lmpresa e dalle condizioni contrattuali.

Dal punto di vista attuariale, € irrilevante I'ulteriore distinzione tra sinistri liquidati e
sinistri pagati; infatti i sinistri liquidati e non pagati costituiscono un vero e proprio
debito esigibile verso gli assicurati, per il quale non si pone, quindi, un problema di

valutazione attuariale.

L'assicuratore deve pertanto porre a riserva non solo gli importi necessari a coprire i
sinistri per i quali, a seguito della denuncia, & iniziato il processo di liquidazione, ma
anche opportuni accantonamenti per i sinistri accaduti ma ancora sconosciuti alla
Compagnia. Questi ultimi sono comunemente conosciuti con la dicitura inglese di IBNR

(Incurred But Not Reported).

| sinistri non ancora noti alla Compagnia esigono una valutazione sulla base
dell’esperienza passata dell'Impresa, riguardo alla frequenza ed al costo medio dei
sinistri tardivi. Il ricorso a dati storici in possesso della Compagnia richiede di valutare
con particolare cautela i sinistri passati che hanno il carattere dell’eccezionalita. Le

disposizioni vigenti in materia di redazione del bilancio prevedono che la procedura con



cui vengono trattati questi sinistri, in genere particolarmente onerosi, sia

dettagliatamente descritta nella nota integrativa.

La valutazione della riserva nel suo complesso pud seguire due logiche alternative: I'una
monitora il singolo sinistro, quantificando in modo dinamico il suo costo finale; 'altra, di
approccio collettivo, analizza un portafoglio sufficientemente ampio di sinistri in termini
di risarcimenti avvenuti ed attesi. La prima trova espressione nel metodo
dell’inventario, idealmente preferibile perché ritenuto piu aderente al principio di una
prudente valutazione; la seconda porta all'impiego di metodi statistici deterministici e

stocastici, oggetto di questo lavoro.

Le Linee Guida® dell’Ordine Nazionale degli Attuari precisa che la valutazione della
riserva deve fondarsi su elementi obiettivi e secondo prudenza, e che pertanto il
metodo di riferimento e quello dell'inventario; tuttavia, con l'esclusione dei rami
Credito e Cauzioni e limitatamente alla generazione dell’anno di bilancio, & consentito
stimare il costo ultimo mediante il criterio del costo medio per gruppi di sinistri

omogenei sufficientemente numerosi.

La correttezza delle stime secondo un approccio collettivo € subordinata non solo alla
numerosita e allomogeneita dei sinistri in portafoglio, aspetti peraltro delicati del
processo di valutazione, ma anche alla stabilita delle condizioni contrattuali ed alla

regolarita della velocita di liquidazione.

Per quanto detto, nella pratica attuariale si ricorre sovente ad approcci misti,
privilegiando per i sinistri di importo medio-basso una logica collettiva, anche in ragione
del fatto che si avra normalmente una base di dati pil corposa, ed adottando un

approccio individuale per i sinistri di ammontare elevato.

2 Regole applicative dei principi attuariali e linee guida per I'attuario che presta attivita lavorativa
professionale nelle Compagnie di assicurazione contro i danni pubblicate dal Consiglio Nazionale degli
Attuari, giugno 2001.



A questo proposito le stesse Linee Guida suggeriscono di considerare piu affidabili i
metodi basati sull’esperienza storica (con particolare riferimento alla frequenza di

accadimento), almeno per i rami che godono di andamenti tecnici regolari.

Qualunque sia il procedimento di calcolo adottato, rimane la centralita
dell’informazione disponibile, indispensabile base di partenza per la stima degli oneri

futuri.

LA COMPETENZA DEI SINISTRI

La riserva sinistri & tra le piu importanti voci del bilancio di un’Impresa di Assicurazione
che esercita i rami danni e gli elementi su cui si basa la sua valutazione sono regolati da

principi contabili rigorosi.

Per quanto riguarda i sinistri, un principio di redazione del bilancio che assume
particolare rilevanza e quello della competenza. Esso impone che costi e ricavi siano
contabilizzati  attribuendoli agli esercizi cui competono economicamente,
indipendentemente dalla loro manifestazione finanziaria. Ecco allora che si parlera di
sinistri di competenza, intendendo con questo termine I'onere complessivo relativo ai

sinistri accaduti nell’esercizio in corso.

L’ammontare dei sinistri di competenza, secondo i prospetti ministeriali di bilancio, si
ricava in funzione del flusso finanziario generato dagli importi pagati, rettificato con
I’'accantonamento alla riserva sinistri. Il primo & un dato presente nel conto tecnico dei
rami danni, mentre il secondo € un’informazione iscritta nel lato passivo dello stato

patrimoniale.
L'onere complessivo relativo ai sinistri di competenza dell’esercizio in corso risulta
quindi pari alla somma dei pagamenti effettuati per liquidare i sinistri nell’esercizio e

della variazione dell’lammontare della riserva sinistri nel corso dell’anno.

In funzione della data di accadimento di un sinistro si possono distinguere quattro casi:



e Sinistro accaduto nell’esercizio in corso e chiuso nello stesso anno;

® Sinistro accaduto nell’esercizio in corso ma ancora aperto;

® Sinistro accaduto in un esercizio precedente e chiuso nell’esercizio in corso;

e Sinistro accaduto in un esercizio precedente ma ancora aperto.

Con riferimento allo schema in riGura 1, la casistica delle condizioni in cui puo versare un

sinistro & reinterpretata nella tabella seguente:

Chiuso nell’esercizio in corso

Aperto al termine dell’esercizio

Accaduto
nell’esercizio in

corso

Gli istanti t, e t,, appartengono

entrambi all’esercizio in corso.

L’istante t, fa parte dell’esercizio
in corso, mentre il processo di
vita del sinistro non ha ancora

raggiunto t,.

Accaduto in un
esercizio

precedente

L'istante t, appartiene ad un
esercizio precedente, mentre
t, appartiene all’esercizio in

corso.

L'istante t, appartiene ad un
esercizio precedente, mentre il
corso del sinistro non ha ancora

raggiunto t,,.

TABELLA 1

Nei primi due casi il sinistro & da considerarsi di competenza; se & stato chiuso nel corso

dell’esercizio, allora il costo relativo & valorizzato tra gli importi pagati, altrimenti la

valutazione dell'importo a copertura compare nella riserva sinistri dell’esercizio in

corso.

Negli altri casi il sinistro non & di competenza dell’esercizio in corso, pertanto la

Compagnia ha gia predisposto degli accantonamenti destinati alla sua copertura.



Tuttavia nel terzo caso possono riscontrarsi delle differenze tra I'importo effettivamente
liguidato e l'accantonamento gia effettuato. Analogamente nell’ultimo caso puo
verificarsi un saldo non nullo tra I'ammontare appostato a riserva e 'accantonamento

costituito all’esercizio precedente.

| sinistri tardivi di cui si & parlato in precedenza rientrano nel secondo o nel quarto caso,

anche se solo quelli accaduti nell’esercizio in corso sono di competenza.

In tutti i casi commentati, i sinistri di competenza sono quantificati nel conto tecnico del
ramo danni (All. Il), al netto delle cessioni in riassicurazione e dei recuperi e al lordo

delle spese di liquidazione.

LA VALUTAZIONE A COSTO ULTIMO DELLA RISERVA SINISTRI

Il criterio di valutazione di riferimento per la valutazione della riserva sinistri € quello del
costo ultimo, specificato nel’art. 37 del D.Lgs. 209/2005. Tale principio impone che
I'lmpresa predisponga accantonamenti in misura del costo futuro prevedibile per i

sinistri ancora da pagare, incluse, come gia detto, le spese di liquidazione.

Pertanto occorre tenere conto, in fase di stima della riserva, dell’inflazione nel costo

sinistri. Tale grandezza si pud scomporre in due parti: una esogena ed una endogena.

Il termine inflazione esogena indica linflazione legata al sistema economico di
riferimento che e oggetto di studi degli Istituti di Statistica. Essa riflette la variazione
media dei prezzi al consumo e in senso lato il potere di acquisto della valuta nazionale.
Si tratta di una variabile esogena e pertanto in un certo senso subita dagli operatori del

mercato.

L'inflazione endogena raccoglie invece, in questo contesto, I'effetto delle variabili
interne della Compagnia sulla variazione media del costo dei sinistri. Queste variabili
comprendono, tra le altre, I'efficienza delle strutture apposte alla liquidazione dei
sinistri e le politiche assuntive, dalle quali dipende la limitazione dei fenomeni di

antiselezione.



Naturalmente una valutazione a costo ultimo non puo prescindere da attente analisi
statistiche sui dati passati; a questo scopo le Linee Guida gia citate nel precedente
paragrafo sottolineano la necessita, da parte dell’Attuario, di ottenere le necessarie
informazioni sulle classi di sinistri omogenei per migliorare la valutazione dei sinistri a

costo ultimo.

Si richiede inoltre di dare evidenza delle valutazioni condotte per quantificare le spese
di liguidazione dei sinistri. In queste si assommano i costi specifici di particolari sinistri, i

costi indiretti di ramo ed i costi comuni a tutti i rami.

Correttamente si dovrebbero attribuire i primi ai soli sinistri cui si riferiscono, imputare
in quota i costi indiretti di ramo ai sinistri afferenti al ramo specifico ed infine distribuire
i costi comuni. L'attribuzione dei costi comuni avverra su due livelli: il primo consistera
nella distribuzione in quota tra i rami esercitati dalla Compagnia, il secondo riguardera i

singoli sinistri all'interno di questi ultimi.

| PRINCIPI IAS ED IL SOLVENCY I

L'Unione Europea ha adottato, con il Regolamento UE 1606/2002, I'applicazione dei
principi contabili internazionali (IAS/IFRS) emanati dallo IASB (International Accounting
Standard Board), obbligando tutte le societa della UE quotate in un mercato
regolamentato di redigere il bilancio consolidato conformemente agli IAS. Questo
complesso di norme & stato recepito in Italia con il D.Lgs. 38/2005, con il quale il
legislatore ha stabilito le regole e I'ambito di applicazione dei principi contabili
internazionali nel nostro Ordinamento; le Imprese di Assicurazione rientrano

nell’ambito di applicazione cosi come definito all’articolo 2 del suddetto decreto®.

3 principi IAS/IFRS si applicano:
* Nella redazione del bilancio consolidato alle societa quotate ed inoltre a societa aventi strumenti
finanziari diffusi presso il pubblico in misura rilevante, Banche, Intermediari Finanziari vigilati,
Societa Finanziarie e Imprese di Assicurazione;
* Nella redazione del bilancio individuale alle societa quotate ed inoltre a societa aventi strumenti
finanziari diffusi presso il pubblico in misura rilevante, Banche ed Imprese di Assicurazione
quotate che non redigono il bilancio consolidato.
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Il Codice delle Assicurazioni Private stabilisce inoltre che I'esercizio da parte dell'ISVAP
dei poteri regolamentari e sanzionatori in materia di bilanci delle Imprese di

Assicurazione avviene in conformita ai principi contabili internazionali®.

L'adozione di principi contabili comuni a tutte le categorie di imprese, siano esse
afferenti al settore bancario, assicurativo o industriale, permettera, una volta a regime,
di confrontare a livello internazionale il risultato delle imprese; proprieta, questa,

sempre pil irrinunciabile in una prospettiva di globalizzazione dei mercati economici.

| principi IAS sono caratterizzati da un’impronta principles-based, nel quale é
privilegiato, su tutti, il principio della competenza. Questo si traduce in una valutazione
di attivita e passivita al valore corrente (fair value) in luogo del costo storico, privilegiato
piuttosto in un contesto di prudenza. Il cambiamento della prospettiva di valutazione fa
in modo non solo di rendere il bilancio di esercizio una rappresentazione sempre pil
fedele della reale situazione patrimoniale del’'impresa, ma anche, in ambito assicurativo,

di facilitare la revisione della vigilanza prudenziale.

E evidente quindi che I'evoluzione in materia contabile va di pari passo con la radicale
riforma del regime di solvibilita nota tra gli operatori del mercato come Solvency Il
Questa consiste principalmente nell’introduzione di requisiti patrimoniali minimi piu
aderenti ai rischi (non solo tecnici) sopportati dalle Compagnie. |l progetto prevede di
calcolare tali requisiti mediante una formula standard o, in alternativa, tramite modelli
interni di valutazione del rischio; il CEIOPS (Committee of European Insurance and
Occupational Pension Supervisors) ha finora chiesto la partecipazione degli operatori del
mercato a quattro indagini di impatto (Quantitative Impact Studies) dei nuovi criteri sui

requisiti minimi di solvibilita, al fine di migliorare la struttura e le regole di calcolo.

Analogamente al sistema in uso per il settore bancario, il Solvency Il prevede una
struttura a tre pilastri. Il primo pilastro contiene i requisiti finanziari, comprendendo
disposizioni relative ai criteri di valutazione di attivita e passivita, al calcolo del Solvency

Capital Requirement (SCR) mediante la formula standard e alle condizioni di utilizzo dei

* Art 90, par 4 del D.Lgs. 209/2005: Codice delle Assicurazioni Private.
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modelli interni. Viene in questo contesto inoltre introdotta una soglia minima di
solvibilita, il cosiddetto Minimum Capital Requirement (MCR), ideale evoluzione del

concetto di quota di garanzia attualmente in vigore nella disciplina di vigilanza italiana’.

Il secondo pilastro riguarda i requisiti di tipo qualitativo cui le Imprese di Assicurazione
saranno tenute e, soprattutto, I'attivita di vigilanza, specificando le disposizioni sulla

valutazione delle riserve e la gestione degli investimenti.

Il terzo pilastro & orientato a garantire la disciplina del mercato, la trasparenza e la

corretta informazione agli assicurati.

A riguardo della valutazione delle attivita e passivita, fara da guida, come é facile intuire,
il principio della valutazione economica. Questo si esprime, dal lato delle Attivita, nella

valutazione fair value di cui si € discusso nella prima parte del presente paragrafo.

Dal lato delle Passivita, non essendo chiaramente possibile una valutazione al costo di
mercato, poiché non esiste un mercato di riferimento, si fa ricorso a due moduli: la best

estimate delle passivita ed il risk margin.

La best estimate delle passivita richiede la proiezione di tutti i flussi futuri generati dalla
produzione corrente e I'attualizzazione degli stessi mediante un’opportuna struttura a
termine dei tassi. La stima cosi calcolata vuole essere la rappresentazione piu fedele

degli oneri dell’Impresa, condotta in forza del principio della correttezza.

Il risk margin risponde invece al principio della prudenza, in precedenza introdotto
implicitamente nelle valutazioni stesse di attivita e passivita, secondo il criterio del cost
of capital, ossia in base al costo del capitale necessario a far fronte agli impegni verso gli

assicurati.

In realta la valutazione delle passivita secondo I'approccio economico & per le

Compagnie abbastanza impegnativa dal punto di vista applicativo; pertanto finora i

> La quota di garanzia & disciplinata dall’art. 46 del D.Lgs. 209/2005: Codice delle Assicurazoni Private.
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Quantitative Impact Studies hanno previsto di applicare anche approcci semplificati

(proxy) nelle stime della best estimate e del risk margin.

Nelle intenzioni del CEIOPS una valutazione attuariale di tipo best estimate escludera
ogni applicazione meccanica di algoritmi di calcolo della riserva sinistri. Con il Solvency I
a regime, infatti, qualunque applicazione di tecniche statistiche per la stima delle riserve
dovra essere accompagnata da una certa varieta di indagini attuariali. Tali indagini
saranno soprattutto volte a testare la coerenza del metodo scelto dalla Compagnia con
le caratteristiche particolari del portafoglio in carico. A questo proposito, si evince dalle
osservazioni del Comitato® la particolare attenzione che deve essere posta alle evidenti
distorsioni causate da fusioni ed acquisizioni, cambiamenti nelle prassi liquidative e

sinistralita eccezionali.

| requisiti quantitativi del primo pilastro hanno anche la finalita di rendere confrontabili
le Compagnie in base alle passivita tecniche, cosa finora impossibile per via della
soggettivita con cui il principio della prudenza é stato recepito. Il risultato andra a
beneficio di tutti gli stakeholders del mercato assicurativo e non solo dell’autorita di

vigilanza, anche in relazione alla trasparenza dei mercati perseguita nel terzo pilastro.

® ad esempio all'interno di QIS4 Best Estimate Valuation Tool: User’s Guide and Functionality Overview,
pag 3.
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2. METODI DETERMINISTICI

La prassi usa distinguere i metodi di calcolo collettivo della riserva sinistri in due
categorie: metodi deterministici e metodi stocastici. | primi si concentrano sui dati
storici e sulle informazioni statistiche che se ne possono ricavare. | metodi stocastici,
diversamente, si basano su significative distribuzioni probabilistiche delle riserve. Questi
ultimi saranno oggetto di approfondimento nei capitoli seguenti, in questo capitolo

vogliamo invece approfondire i principali metodi statistici deterministici.

Un approccio collettivo alla stima di grandezze economiche richiede, come gia
sottolineato, un’adeguata base di dati; nel caso della riserva sinistri tali informazioni
fondamentali riguardano il numero dei sinistri aperti e liquidati, nonché i risarcimenti ed

i premi di competenza.

Se la statistica é il metodo della ricerca empirica’, allora il primo passo per qualunque

indagine statistica € la corretta rappresentazione dei dati.

Mutuando il termine dalla demografia, si usera I'espressione coorti di sinistri per
indicare tutti i sinistri della collettivita di riferimento che hanno in comune la
realizzazione di un certo evento. | raggruppamenti pil opportuni fanno riferimento
all’anno di accadimento, anche detto anno di generazione, o all'anno di denuncia alla

Compagnia.

1 B.V. Frosini — 2001 — Metodi Statistici, Carocci, pag. 15
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IL DIAGRAMMA DI LEXIS PER LA RAPPRESENTAZIONE DEI SINISTRI

Il corso di un sinistro si articola in diverse fasi che vanno dal momento di accadimento,
to, all’istante della chiusura dello stesso, t,. Indichiamo con s I'ampiezza dell’intervallo
di tempo [ty,t,]; s esprime pertanto il ritardo con cui il sinistro viene liquidato (come
spiegato nel corso del capitolo precedente non distinguiamo tra sinistri liquidati e

sinistri pagati), anche detto anno di sviluppo.

Dal momento che un sinistro evolve nel tempo, come gia illustrato in rGura 1, sono
anzitutto oggetto di interesse le due dimensioni temporali fondamentali della
generazione e dell’'anno di sviluppo. Dal punto di vista dell'Impresa di Assicurazione
esiste |'esigenza di rappresentare anche una terza dimensione temporale, vale a dire il

periodo.

Considerato il fatto che una Compagnia deve gestire tipicamente un certo numero di
coorti consecutive di sinistri, un modo efficiente per rappresentare
contemporaneamente tutte le dimensioni finora descritte & quello di usare un

diagramma di Lexis (1875).

Il diagramma cartesiano di Lexis nel caso delle coorti di sinistri riporta sull’asse delle
ordinate I'anno di sviluppo e sulle ascisse I'anno di generazione. Una sezione verticale

ad una certa ascissa riconsegna la fotografia della collettivita al periodo di riferimento.

Con riferimento allo schema convenzionale introdotto nel Capitolo 1, il corso di un

generico sinistro & rappresentato sul diagramma come in riIGURa 2.

Convenzionalmente si rappresenta I’'evento con una freccia, la cui origine giace sull’asse
delle ascisse al punto che rappresenta l'istante di generazione. La direzione & parallela
alla bisettrice del quadrante, a rappresentare il progredire, contemporaneamente, del
tempo storico e del tempo individuale. Infatti nell’esercizio successivo a quello dell’anno
di accadimento il sinistro ancora aperto avra maturato un anno di sviluppo; durante

I'esercizio ancora successivo due anni di ritardo, e cosi via. Infine la punta indica la
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chiusura del sinistro e pertanto ha come coordinata di ascissa la data, cioe il periodo, in

cui le liquidazioni sono completate.

A
Anno di sviluppo

|
|
|
|
|
L

A
I
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
|
|
|
|
|
|
|
L

»

\ o | I t, Anno di generazione

01/01/2007 01/01/2008 01/01/2009
FIGURA 2

Anche se non esiste una limitazione teorica al numero di anni di sviluppo, normalmente
si stabilisce un ritardo massimo nella liquidazione dei sinistri, in base all’esperienza
storica della compagnia. Indicando con s,,,, tale valore, possiamo altresi immaginare
I'onere della Compagnia verso i sinistri appartenenti ad una stessa coorte decrescere

fino ad annullarsiin s;,4y-

Vogliamo ora dare una rappresentazione aggregata dei sinistri in portafoglio, utilizzando

un diagramma analogo a quello in FiGura 2.

Definiamo t I'istante in cui avviene la valutazione. Trattandosi di valori aggregati, risulta
opportuno dare un nuovo significato alla freccia diagonale del diagramma: in un
contesto di portafoglio essa rappresenta 'ammontare cumulato fino all’ s -esimo anno

di sviluppo dei risarcimenti relativi alla coorte dei sinistri generati in t — s.

13



Smax F-—-—-—-———————————- oo —————— =
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FIGURA 3

La presenza di piu terminazioni della freccia & dovuta proprio alla natura cumulativa del
dato oggetto di rappresentazione. Il risarcimento cumulato infatti si compone di
addendi le cui date di liquidazione non coincidono. Come gia illustrato, infatti,
identifichiamo le coorti dei sinistri per anno di generazione, e non per istante di

chiusura.

Al momento della valutazione t la Compagnia conosce i dati storici delle liquidazioni, il

cosiddetto trapezio di run-off evidenziato in figura.
La riserva sinistri € interessata invece dall’lammontare dei risarcimenti per sinistri ancora
aperti in t. Questi ultimi non hanno ancora raggiunto il massimo ritardo s,,,, € sono

rappresentati in rcura 3 dal triangolo a destra.

Con il diagramma di Lexis si apprezza ulteriormente la delicatezza della questione della

competenza dei sinistri, espressa dallo sviluppo diagonale. Per leggere invece i cash-
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flows dovuti alle liquidazioni dei sinistri occorre analizzare il grafico per sezioni verticali

e in particolare I'intersezione delle frecce con I'ascissa t.

IL TRIANGOLO DI RUN-OFF

Il triangolo di run-off & la rappresentazione pilt comune della base di dati utilizzabile per

la stima della riserva sinistri, la cui costruzione si basa su alcune ipotesi.

La prima di queste ¢ il limite superiore al differimento nel risarcimento dei sinistri, che

gia abbiamo indicato con s,,4, nel precedente paragrafo.

Il valore di tale limite dipende certamente dalle caratteristiche della Compagnia e del
suo portafoglio; tuttavia esso rimane maggiormente influenzato dal ramo di
riferimento. Ad esempio il ramo RCAuto, in cui la fase di valutazione del danno talvolta
porta a contenziosi, registra ritardi fino a tredici anni, con punte di anche vent’anni nel
caso di sinistri arrecanti danni fisici a persone. | rami infortuni e malattia invece hanno

spesso valori di S, inferiori ai 5 anni.

Convenzionalmente si raggruppano i sinistri per anno di denuncia o, in alternativa, per
anno di accadimento. Ne segue che, una volta trascorsi S,,,, anni dalla denuncia (o
dall’accadimento, nel caso si sia scelto il secondo criterio di classificazione), la
Compagnia puo considerare completamente assolto I'onere nei confronti della coorte

dei sinistri in questione.

Si ipotizza inoltre che all’istante di valutazione t, per convenzione posto alla chiusura
dell’'ultimo esercizio, la Compagnia conosca tutte le liquidazioni avvenute fino a quel
momento sia per i sinistri denunciati (accaduti) nell’ultimo esercizio, sia per le coorti di

sinistri degli anni precedenti.

Il numero di queste coorti non puo essere inferiore al numero massimo di anni di
differimento, perché altrimenti la base di dati sarebbe incompleta e, quindi,
inutilizzabile. Infatti, se questo fosse il caso, anzitutto, la Compagnia non avrebbe modo

di verificare che il valore assegnato ad s,,,, sia effettivamente adatto per il proprio
15



portafoglio. In secondo luogo, non si conoscerebbe il comportamento delle liquidazioni
per gli ultimi anni di sviluppo, perché nessuna coorte avrebbe raggiunto il tetto

massimo di differimento entro la data di valutazione t.

Evidentemente le dimensioni oggetto di interesse sono due: la coorte di appartenenza e
I’'anno di sviluppo. Percid i dati devono essere organizzati in una matrice, sulle cui righe
si dispongono convenzionalmente le coorti dei sinistri e sulle cui colonne si

rappresentano gli anni di sviluppo.
Per quanto detto il numero di righe dovra essere almeno pari al numero di colonne; in
seguito faremo riferimento prevalentemente a matrici quadrate, tali cioé da raccogliere

I'informazione minima necessaria.

Gli elementi della matrice, organizzati secondo uno schema analogo a quello che segue,

costituiscono la base di dati a disposizione della Compagnia.

anno di sviluppo

0 1 5 max Smnx+1
o
£ 0 | Riosmare)
a
£
= 1 Pij
m
¥
0
1
m
‘o -
C
S
C
[
=
=
2
5 max
m

FIGURA 4

Piu precisamente il triangolo superiore, che prende il nome di triangolo di run-off,
contiene i dati storici, mentre quello inferiore deve essere completato con opportuni

valori stimati, in quanto i suoi elementi non sono noti al momento della valutazione.
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L'elemento R, ,.+1) indica 'ammontare della riserva calcolata per i sinistri denunciati
(accaduti) nell’esercizio 0 ancora aperti dopo S,,,, anni di differimento. Per i sinistri
interessati si ipotizza inoltre che venga liquidato un importo pari a quello messo a
riserva. In questo valore si raccolgono anche gli importi riservati per coorti antecedenti

I'esercizio 0.

Lo scopo dei metodi di stima che verranno descritti nel seguito & quello di completare il
triangolo inferiore e I'ultima colonna. L'ammontare della riserva sinistri per I'esercizio in

corso e pari alla somma di tutti gli R(;5, 41y, coni =0, ..., Spay-

METODI GROSSING UP E METODI LINK RATIO

A partire dalla base di dati, opportunamente organizzata, i metodi deterministici
forniscono una stima puntuale della riserva proiettando i dati storici nella meta inferiore

della matrice.
In generale si distinguono due tecniche di proiezione: il grossing up ed il link ratio.

La prima delle due, il grossing up, calcola dei coefficienti, chiamati fattori di sviluppo,
che hanno la funzione di descrivere la dinamica dei sinistri, in termini di ritardo nei

pagamenti dei risarcimenti.

Indichiamo nel seguito con p;; 'ammontare dei risarcimenti effettuati per sinistri
appartenenti alla coorte i-esima nel corso del loro j-esimo anno di sviluppo, mentre

. o S : . . S
chiamiamo Cj; = ¥, _,pix 'ammontare dei risarcimenti cumulati effettuati per sinistri

generati appartenenti alla coorte i-esima fino al loro j-esimo anno di sviluppo.

Il termine raggruppamento che da il nome a questa tecnica fa riferimento alle coorti dei
sinistri, per ciascuna delle quali, anzitutto, si determina il peso dei risarcimenti
sullammontare totale pagato fino alla data di valutazione t. Adottando Ia

rappresentazione matriciale del triangolo di run-off per i risarcimenti cumulati C;j,
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possiamo intendere questo peso come il rapporto tra ciascun elemento della diagonale

e la somma per colonna dei sinistri cumulati:

Wh_ — <M>,Con h - 0; ---;Smax

Ch. Smax—h

Lo stesso peso moltiplica, per ogni generazione, il risarcimento cumulato per I'ultimo
anno di sviluppo disponibile nella base dei dati, dando per risultato il costo di

generazione stimato:

Cp = wyCh, Smax—h"

| fattori di sviluppo gg,91,---,9s, UnO per generazione, sono infine calcolati come
rapporto tra I'ammontare dell’ultimo risarcimento cumulato noto ed il costo di

generazione stimato:

_ <Ch, smax—h)
9n —Ch .

Si moltiplica infine i coefficienti di sviluppo per i corrispondenti elementi della
diagonale, ottenendo in questo modo una proiezione del costo cumulato dei

risarcimenti all’anno di sviluppo S, -

FIGURA 5
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La seconda tecnica di proiezione, il link ratio, stabilisce invece dei fattori di
proporzionalita tra i risarcimenti effettuati in anni di sviluppo consecutivi. Al contrario
della tecnica grossing up, in questo caso si calcolano dei coefficienti indifferenziati per

coorti dei sinistri, ma distinti per anno di differimento.

In generale i fattori di proporzionalita, uno per ciascun anno di differimento, si
ottengono rapportando il totale dei risarcimenti cumulati ad un certo anno di sviluppo
afferenti a tutte le coorti dei sinistri con la somma dei risarcimenti cumulati all’anno di

sviluppo precedente per i sinistri afferenti alle medesime coorti:

- (e
w = | =0————
Z?:o Ci,k—l

La proiezione degli ultimi risarcimenti cumulati disponibili ha wuna struttura
moltiplicativa. Infatti, I’ultimo risarcimento cumulato da stimare, cioe, per ogni coorte,
quello in corrispondenza dell’anno di differimento s,,4x, € ottenuto moltiplicando tutti i

fattori di proporzionalita degli anni di sviluppo successivi all’ultimo noto.

Per la coorte s-esima, ad esempio, si deve moltiplicare I'’elemento sulla diagonale della
matrice dei risarcimenti cumulati per tutti i fattori di proporzionalita, a partire da quello
calcolato per I'anno di sviluppo s + 1 fino all’ultimo ricavato per I'anno di differimento

Massimo Sy, qx-

FIGURA 6
19



La scelta di un metodo di proiezione rispetto ad un altro dipende, come ¢ facile intuire,
dalle caratteristiche del portafoglio. Non esistono criteri univoci di discriminazione di un
metodo sull’altro; pertanto la Compagnia valuta la scelta considerando tutti i fattori
che, col passare degli anni, possono influenzare i risarcimenti, sia in termini di numero

di sinistri sia in termini di costo medio.

Tra i fattori di tipo endogeno, nel senso che dipendono dall'lImpresa, citiamo le
condizioni contrattuali (in particolare le limitazioni alla garanzia assicurativa), le

politiche assuntive e la gestione dei sinistri e del processo di liquidazione.

Esistono, come noto, anche fattori di tipo esogeno, quali la legislazione del Paese in cui
la Compagnia opera, fattori ambientali e climatici e variabili economiche, su tutte

I'inflazione.

IL METODO CHAIN LADDER

Il metodo di stima Chain Ladder, o della catena, € universalmente riconosciuto quale
metodo base per la stima della riserva sinistri, e costituisce il termine di paragone per i

risultati ottenuti con altre tecniche.

La sua fortuna & dovuta certamente alla semplicita dei calcoli necessari al procedimento

e alla mancanza di ipotesi restrittive necessarie per garantire I'efficacia delle stime.

Storicamente la sua origine si colloca negli anni Settanta nel Regno Unito, e da quel

momento questa tecnica ha goduto di grande diffusione.

Il cuore del metodo & un approccio di tipo link ratio per la determinazione di parametri
di proporzionalita tra I'ammontare dei sinistri cumulati di anni consecutivi. L’assunzione
fondamentale che giustifica la procedura di calcolo € quella dell’indipendenza dei fattori

di sviluppo dalla coorte di appartenenza.

In altre parole si ipotizza che la legge che regola 'andamento delle liquidazioni lungo gli

anni di sviluppo sia la stessa per tutte le coorti interessate, a meno di variazioni
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aleatorie. Sotto questa ipotesi quindi si ha che la progressione dei risarcimenti cumulati

€ medesima per tutte le coorti dei sinistri.

Pertanto i fattori di sviluppo m; relativi ad ogni anno di sviluppo, tanti quanti sono le

colonne della matrice dei dati, sono calcolati come segue:

T-j
2i=o Cij
J

m; = s ¢
i=0 bij-1

dove T indica il numero massimo di anni di differimento, cioe il numero di colonne (o di

righe) della matrice.

Gli anni di differimenti interessati dal calcolo dei fattori di sviluppo sono tutti quelli
contemplati dal triangolo di run-off, ad esclusione, come & owvio, dell’anno di sviluppo
0. Infatti, formulazione a parte, non avrebbe senso calcolare un fattore di sviluppo per i
sinistri liquidati senza alcun differimento: essi sono gia noti alla Compagnia alla chiusura

dell’esercizio, cioé al momento della valutazione.

| fattori di sviluppo, cosi come definiti nella formula appena enunciata, sono

Cij

interpretabili come media ponderata dei rapporti di sviluppo r;; = I
ij—1

E’ immediato verificarlo, semplicemente riscrivendo

T—j
Xz Tij - Cija

da cui risulta chiara la ponderazione degli 7;; con i risarcimenti cumulati dell’anno di

sviluppo precedente.

Poiché per la stima di ciascun fattore si utilizzano tutte le informazioni disponibili
relative all’anno di sviluppo in esame, e poiché il numero di tali informazioni decresce

via via che si considerano anni di differimento maggiori, si intuisce la probabile origine
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del nome con cui € nota questa tecnica: la dimensione discreta delle variabili temporali

rende I'informazione “a gradini”.

L'altro aspetto che caratterizza questo metodo € la proiezione concatenata dei
risarcimenti cumulati, dovuta alla struttura moltiplicativa tipica delle tecniche link ratio.
In pratica le stime dei futuri risarcimenti cumulati, vale a dire il triangolo inferiore della
matrice, replicano I'evoluzione che i pagamenti hanno subito nei confronti delle coorti
precedenti in corrispondenza del medesimo anno di sviluppo, attribuendo cosi ogni
movimento dei risarcimenti cumulati al numero di anni di differimento delle

liguidazioni.

Certamente, per accettare un simile metodo, occorre che sia plausibile una certa
stabilita della velocita di liquidazione e della gestione dei sinistri lungo le generazioni e,
quindi, anche nel corso degli anni di calendario. Perché i risultati siano attendibili,
quindi, I'lmpresa di Assicurazione deve mantenere la modalita di chiusura dei sinistri

costante nel tempo.

Si noti che di per sé una variazione nelle dimensioni o nella composizione del
portafoglio non invalida le ipotesi del modello. Tuttavia tali cambiamenti possono
incidere sui processi aziendali riguardanti la gestione dei sinistri e quindi indirettamente

violare le condizioni del modello.

Per una generica riga i-esima, sia C;r_; I'ultima osservazione disponibile nella base di
dati. L'obiettivo & quello di stimare 'ammontare complessivo dei risarcimenti per la
coorte corrispondente; per raggiungere tale scopo occorre completare la riga, cioé

stimare Cj j11, - , G-

La matrice dei dati viene completata procedendo nello stesso modo per tutte le righe,

secondo la formula che segue:

T-k

Ci,k = Ci,j . mj+h+1,con k :] + 1, ,T
h=0
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anno di sviluppo

anno di denuncia {accadimento)

Nella colonna R; si leggeranno gli importi da mettere a riserva per ciascuna coorte di
sinistri. 1l primo valore & solitamente noto e rappresenta il costo attribuito dalla
Compagnia ai sinistri appartenenti alla coorte di etichetta 0 ancora aperti dopo T anni.
Questo ammontare riguarda i risarcimenti per sinistri avvenuti nel lontano passato e
che al momento della valutazione hanno gia maturato il ritardo massimo teorico; percio

i casi interessati saranno anzitutto in numero esiguo, e, in secondo luogo, tali che il

FIGURA 7

costo ad essi associati sia praticamente certo.

La stima di tale valore per la generica coorte i-esima, coni =1,,...,T, & ottenuta per

differenza dell’ultimo risarcimento cumulato stimato C; 7, e 'ultimo risarcimento noto

Cir-i-

Infine la riserva stimata complessiva & pari al totale della colonna R;:

R = Z Rirs1 = Z(éi,r - Ci,T—i)-
i i

Riassiumiamo nel seguito i passaggi della procedura attraverso |'applicazione del

metodo ad un esempio.
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Sia noto il seguente triangolo di run-off dei risarcimenti (i cui importi sono espressi in

Euro), per una Compagnia esercitante un solo ramo. In esso le coorti raggruppano i

sinistri per anno di generazione a partire dall’anno 2000, essendo il ritardo massimo

osservato di sette anni.

Come si nota gli importi sono decrescenti all’'aumentare del ritardo nella liquidazione;

guesta & una caratteristica piuttosto comune a tutti i rami danni la cui motivazione é del

tutto intuitiva: via via che ci si allontana dalla data di accadimento rimane aperto un

numero sempre minore di sinistri, costituito dai pochi eventi la cui valutazione e piu

complessa.
anno di sviluppo
Py 0 1 2 3 4 5 6 7 R;
2000 357.848 766,940 610.542 482,940 527.326 574.398 146,342 139.950 67.048
g 2001 352,118 884.021 033,894 1.183.280 445,745 320,994 527.804
;t% 2002 200.507 1.001.799 026.219 1.016.654 750.816 146,923
[
«.5_%. 2003 310.608 1.108.250 776.189 1.562.400 272,482
m
% 2004 443.160 693.190 001,983 760488
i 2005 396.132 037.085 847.498
% 2006 440.832 847,631
2007 359,480
TRIANGOLO 1

Per prima cosa si calcolano i valori cumulati dei risarcimenti, in modo da poter applicare

le formule descritte nel corso del paragrafo. Avremo quindi il triangolo dei sinistri

cumulati di seguito riportato.
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anno di sviluppo

€3 0 1 2 3 4 5 6 7 R,
2000| 357.848 1.124.788 1.735.330 2218270 2.745.506 3.310.994 3466336 3606286 67.948
%2001 352118 1236139 2.170.033 3.353.322 3.799.067 4.120.063 4.647.867
'?% 2002 | 290507 1202306 2218525 3235179 3.085.005 4.132.818
i
8 2003| 310608 1412858 2105047 3757.447 4.020.920
m
E 2004 | 443160 1136350 2128333 2.897.821
-
% 2005| 396132 1.333.217 2.180.715
=
% 2006 440,832 1.288.463
2007 359,480

A seguito di questa prima elaborazione calcoliamo i fattori di sviluppo m;, ottenendo i

valori riportati sotto.

34077

1,6744

1,4800

1,1589

1,0990

1,0908

1,0404

| risultati ottenuti per i fattori di sviluppo sono decrescenti all’aumentare del ritardo

riportato nella liqguidazione. Questo andamento & perfettamente attendibile per quanto

osservato a proposito del comportamento degli importi dei risarcimenti.

A questo punto applichiamo la logica del link ratio per proiettare i valori storici delle

liguidazioni nel triangolo inferiore, ottenendo la seguente matrice.
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anno di denuncia {accadimenta)

anno di sviluppo

€3 0 1 2 3 4 5 6 7 R;

2000| 357.848 1.124.788 1735330 2.218.270 2.745.596 3.310.994 3.466.336 3.606.286 67.948

2001| 352118 1.236130 2170.033 3.353.322 3.799.067 4.120.063 4.647.867 4.835.520

2002| 200507 1.202.306 2218525 3235179 3085995 4132018 4.507.403 4.680.383

2003| 310.608 1.418.858 2105.047 3.737.447 4.029.920 4428808 4.830.104 5.025.113

2004| 443160 1.136350 2128.333 2.897.821 3.358.265 3.600.664 4.025.076 4.187.585

2005| 396132 1.333.217 2180715 3.227.475 3.740.299 4110511 4482966 4.663.962

2006| 440.832 1.288.463 2157.442 3193.031 3.700.382 4.066.643 4.435123 4.614.187

2007 | 359480 1.225.010 2.051.194 3035784 3518140 3866373 4216706 4386052
Rimane infine da calcolare le quantita da porre a riserva, dapprima divise per

generazione di sinistri e successivamente sommate.

Il primo importo, relativo ai sinistri generati nel 2000 e frutto di valutazioni attuariali

esterne alla presente trattazione e quindi accettato come noto.

In base al procedimento descritto nella prima parte del paragrafo si sono ottenuti gli

importi elencati di seguito:

anno di denuncia (accadimenta)

R;
2000 §7.048
2001 187.633
2002 536.467
2003 993,186
2004| 1.289.764
2005| 2.483.247
2006| 3325724
2007 4.027472

R 12.933.460
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Il metodo Chain Ladder riconsegna quindi un importo da scrivere alla voce riserva

sinistri nel lato passivi del bilancio di questa Compagnia pari a 12.933460 euro.

VARIANTI AL METODO CHAIN LADDER: INFLAZIONE

La semplicita del metodo di stima Chain Ladder e dovuta essenzialmente ad
un’assunzione particolarmente forte: quella dell’indipendenza, a meno di variazioni

stocastiche, delle dinamiche di liquidazione dalla coorte di appartenenza.

Questa equivale ad ipotizzare I'assenza di fattori, anche esogeni, variabili in funzione
dell’anno di calendario. Nella realta si tratta di una condizione poco realistica, se non

altro per la realta dinamica del sistema economico in cui I'lmpresa opera.

La causa piu evidente di variabilita & sicuramente l'inflazione, che ha effetto diretto sugli

importi esigibili dagli assicurati.

Il metodo tradizionale Chain Ladder pu0 essere facilmente adattato a questa situazione
mantenendo la semplicita della procedura di calcolo. Bastera infatti applicare il

medesimo procedimento convertendo prima i dati in valore corrente della moneta.

In realta lo scopo e raggiunto introducendo dei dati inflattivi che, per come sono
calcolati, raccolgono non solo I'effetto dell’inflazione esogena, ma anche altri effetti

diretti ed indiretti sui costi di risarcimento.

Le informazioni necessarie all’applicazione di questa variante riguardano i dati storici

dei tassi di inflazione e anche i tassi attesi per i futuri T anni.

| primi sono relativamente facili da reperire, perché deducibili dai dati in possesso della
Compagnia. | secondi invece richiedono accurate analisi previsionali, siano esse di
natura econometrica o stocastica. Nel seguito ci limiteremo a trattare queste stime

come valori noti, benché frutto di valutazioni e non di osservazioni.
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Siano quindi i;, cont =0,..,T, i tassi di inflazione effettivamente registrati e

i,, conu=T+1,..,2T,itassi diinflazione attesi per gli anni futuri.

Il primo passo e esprimere i sinistri incrementali p; ; nella stessa moneta, cioe ai prezzi

correnti dell’ultimo anno di calendario trascorso. Indichiamo con plf“,]- tali valori, pari a:

T
Dij = Dij 1_[ (1 +iq).
d

=i+j

In modo del tutto analogo al metodo Chain Ladder base si dovra costruire dapprima il

triangolo dei sinistri cumulati C{} espressi in moneta corrente, pari a

j
* *
Cij = Z Pij-

k=0

Da esso si ricaveranno i fattori di sviluppo, alla base della proiezione dei dati storici nel

triangolo inferiore:

T—j *
m. = Zi=0 Ci,j
i=0 “i,j-1

La matrice cosi completata non contiene ancora le stime definitive, perché quelle
ottenute tramite i fattori m; non tengono ancora conto dell'inflazione futura attesa. Per
completare il procedimento di proiezione occorre decumulare il triangolo ottenuto e ai
valori cosi ottenuti applicare i tassi di inflazione attesi. In questo modo ciascun importo

incrementale viene espresso nella moneta corrente al momento della liquidazione.

Solo ora si possiedono le stime dei ﬁ;j, da cui e immediato ricostruire il triangolo
cumulato Cl-fj e ricavare infine la stima delle riserva espressa al valore corrente di

moneta per coorte di sinistri R, = Cir — C/r_;.

28



Il risultato finale si ottiene, come noto, sommando tali stime su tutte le generazioni:

R' = Rir
i

Applichiamo il metodo appena descritto al trianGoo 1 che abbiamo utilizzato come

esempio anche per il metodo base.

Esprimiamo dapprima sia i sinistri incrementali sia i sinistri cumulati in termini di valore

corrente al 2007, ultimo anno osservato.

Per farlo occorre reperire le informazioni sui tassi di inflazione storici ed ipotizzare

altrettanti tassi di inflazione attesi, riportati qui di seguito.

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007

2,500 2,7004 2,5004 2,7004 2,200 3,800 3,1204 4,500

i

20038 2009 2010 2011 2012 2013 2014

5,880 5,600 40004 6,0104 5.9104 6,1204 6,320%
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Applicando i tassi di inflazione osservati ricaviamo i triangoli dei pzj che seguono.

anno di sviluppo

p*; 0 1 2 3 4 7
2000| 453308 947.837 734712 566984 602819  642.485 157609 146,248
:gzool 435171 1.063.811 1.006.416 1352600 408580 345007  551.555
%2002 340,580 1176139 1.058.818 1137181  809.082  153.535
[¥)
B 2003| 364662 1266908 968208 1683.648 284744
1]
E 2004| 506603 775370 1.068.965  804.115
[ =
E 2005| 443.005 1.009.807  885.635
[«]
% 2006| 460.669  937.858

2007 330.480

Da questi, sommando i valori per anni di differimento consecutivi, costruiamo il

triangolo dei Cl-*j che segue.

anno di denuncia {accadimento)

anno di sviluppo
€25 0 1 2 3 4 5 6 7
2000 453,309 1.401.146 2.135.858 2.702.843 3.305.661 3.948.158 4.105.855 4.252.102
2001 352,118 1.415920 2512345 3.865.033 4.363.624 4.709.531 5.261.086
2002 200,307 1.466.646 2.523.463 3.662.644 4471727 4.625.261
2003 310,608 1.5377.5016 2.4453.723 4.129.373 4414117
2004 443,160 1.218.530 2.287.495 3.091.610
2005 396,132 1.405.939 2291574
2006 440.832 1.378.600
2007 350.480
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Riportiamo i nuovi fattori di sviluppo m; calcolati sulla base dei sinistri espressi in

moneta del 2007, che come ¢ logico differiscono da quelli calcolati con il metodo base:

3.6716

1,6732

1,4637

1,1529

1,0941

1,0819

1,0336

Tramite i fattori appena calcolati completiamo il triangolo dei sinistri cumulati,

esprimendo in questo modo i risarcimenti stimati futuri in moneta corrente del 2008.

anno di sviluppo

€ 0 1 2 3 4 5 6 7
2000| 453300 1.401.146 2135.858 2.702.843 3.305.661 3.948.156 4.105.855 4.252.102
:g 2001| 352118 1415020 2512345 3.865.035 4.363.624 4.700.531 5261.086 5.473.497
;:'% 2002| 290507 1.466.646 2525463 3.662.644 4471727 4.625.261 5044358 5.248.019
L%
8 2003| 310608 1.577.516 2445725 4129373 4414117 4851023 5290576 5504178
1]
E 2004| 443160 1218530 2287405 3.001.610 3.582.845 3.037.473 4204248 4.467.625
[ =
E 2005| 396132 1405039 2201574 3.301.548 3930441 4310474 4710863 4.001.050
% 2006| 440832 1.378.600 2308521 3.416.620 3950508 4.351.417 4745700 4.937.304
2007| 359480 1.225.010 2051104 3.035.784 3518140 3.866.373 4216706 4.386.352
Abbiamo visto pero che queste stime non sono accurate, perché tengono conto solo

dell’inflazione passata e non di quella futura stimata. Occorre pertanto decumulare il

triangolo appena ottenuto, applicarvi i tassi di inflazione futura esprimendo ciascuna

grandezza nella moneta corrente nell’'anno i + j. Per non appesantire eccessivamente
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I'esposizione non riportiamo questi calcoli intermedi, ma solo il triangolo cumulato

definitivo che riporta i C‘{fj.

anno di sviluppo

%y 0 1 2 3 4 5 [ 7
2000 433,309 047.837 734.712 566,084 602.819 642,403 157.699 146.248
:g 2001 352,118 1.063.811 1.096.416 1.352.690 408,589 345.907 551.555 791.216
;t%: 2002 200507 1176139 1.058.818 1.137.181 809.082 153.535 634,357 884,145
U
_.E., 2003 310,608 1.266.908 868.208 1.683.648 284.744 838,227 1383493 1.604.499
g 2004 443.160 773.370 1.088.965 804115 1436918 1906168 2332317 2.328.135
f
i 2005 396.132 1.009.807 883.635 2420247 3145383 3638219 41050930 4320526
% 2006 440.832 037.858 2.319.430 3.874.458 4595889 5.092.370 5.563.540 35.779.723
2007 320,480 1.545.512 2.873.084¢ 4181503 4.792576 35.208.7053 5603981 5.784.992

Rimangono solo gli ultimi calcoli per ottenere le stime della riserva per generazione.
Anzitutto il primo valore riferito alla generazione di sinistri del 2000 & espresso gia in
valore di moneta corrente al 2007, perché calcolato alla fine dell’ultimo esercizio, che &
appunto il 2007. Questo valore pero esprime le somme necessarie ai risarcimenti che
avverranno nel futuro, e che quindi, per coerenza, devono essere espresse nel valore
corrente al momento in cui saranno pagate. Scegliamo di convertire questo ammontare

in unita monetarie valide due anni piu tardi.

Per le generazioni successive la stima della riserva si ottiene invece secondo la stessa
logica del modello base. Per effetto delle conversioni eseguite ciascuna riserva per
generazione esprime le risorse per fare fronte ai risarcimenti futuri valorizzati
all’effettiva epoca di pagamento. Un simile risultato non sarebbe stato possibile agendo
direttamente sulle stime delle riserve ottenute con il metodo base, perché cosi facendo
non si sarebbe tenuto conto delle diverse epoche in cui si ipotizzano le liquidazioni dei

sinistri ancora aperti al momento della valutazione.
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Sommiamo infine i risultati ottenuti per ottenere la stima della riserva sinistri

complessiva, riportata di seguito.

R*;

2000 75.181

2001 239,661

2002 730.610

2003 | 1.319.733

2004 1.724.020

2005 3434891

2006| 4.841.865

2007 | 5425512

R* 17.791.404

Non sorprende osservare che la riserva stimata tenendo conto dell’inflazione ¢ piu alta
di quella ottenuta con il metodo base. Il valore R* non & pero necessariamente quello
da iscriversi a bilancio. Infatti, scegliendo di tenere conto del valore temporale del
denaro, non deve sfuggire il rovescio della medaglia, vale a dire la remunerazione delle
risorse impiegate nelle riserve tecniche. Il tasso previsto pud essere usato infatti per
scontare le stime ottenute, fornendo un dato pil rappresentativo delle effettive

passivita da mettere a bilancio.

L'integrazione della procedura standard per tenere conto dell’inflazione affina i risultati
del Chain Ladder, anche se cio la rende piu sensibile alle ipotesi adottate. Ci riferiamo

alla stima dei tassi di inflazione e al ben noto problema dell’inflazione superimposta.

Con questo termine si indica il fenomeno per cui si verifica sistematicamente una

differenza positiva tra i tassi di incremento dei risarcimenti e gli indici dei prezzi al

consumo o analoghi indicatori dell’inflazione economica.
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Chiaramente un fenomeno di questo tipo rende ancora pil complesso il gia delicato
compito di stimare I'andamento dei costi futuri e di un opportuno indice che ne esprima

il progredire negli anni.

VARIANTI AL METODO CHAIN LADDER: COSTO MEDIO

Un’altra variante comune del metodo base fa riferimento al costo medio dei sinistri
pagati. Con questa tecnica scorporiamo I'effetto della frequenza sinistri dalla dinamica

dei risarcimenti, sviluppando i calcoli sulla base del triangolo dei costi medi per sinistro.
Sianon;,i = 0,..., T, il numero di sinistri denunciati con seguito nell’anno i-esimo.

Il primo passo € quello di costruire il triangolo di run-off dei costi medi s;; a partire dal

triangolo dei sinistri incrementali p;;:

Dij . . .
Sij =—J,conl =0,..,Tej=0,..,T—1i
n;

A questo punto si applica la procedura, ormai nota, del metodo base.

Si costruisce quindi il triangolo dei costi medi cumulati S;; tali che

j
Sij = zsi,h,coni =0,..,Tej=0,..,T—i.
h=0
La proiezione nel triangolo inferiore avviene sempre secondo una logica link ratio.

Tuttavia in questa versione si introduce spesso una variante, efficace proprio per la

trasformazione della base dei dati in costi medi per generazione.

Anziché stimare i fattori di sviluppo m; come rapporti dei totali cumulati di anni di
differimento successivi, si calcolano i coefficienti di incremento d;;, specifici di ogni

generazione, rapportando i costi medi cumulati ad anni di differimento consecutivi:
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La tecnica base ipotizza rapporti costanti negli anni tra valori di colonne consecutive, a
meno di variazioni aleatorie. Questa assunzione non viene rimossa in questa sede, ma il
modo in cui & determinato il valore di tale rapporto & affinato tramite I'introduzione di

un sistema di pesi w;;.

Infatti il fattore di sviluppo m; costante per il generico anno di sviluppo j-esimo &

determinato quale media ponderata dei T coefficienti di proporzionalita d;;:

T—j

o _ Di=o Wij " dij
m; = ————",
] T—j
Yi—o Wij

Abbiamo gia dimostrato che anche i fattori di sviluppo del Chain Ladder classico si
possono interpretare come una media ponderata dei coefficienti di proporzionalita per

generazione, pesati con i sinistri cumulati Ci,j.

La novita sta nell’aver introdotto un sistema di pesi arbitrario, che la Compagnia pud
determinare in base alla credibilita dei diversi coefficienti di proporzionalita. Ad
esempio, potra scegliere di attribuire maggiore rilevanza dei dati piu recenti, riferiti
quindi alle ultime righe della matrice, rispetto all’esperienza passata piu lontana. Sulla
stessa linea potra invece optare per un sistema di pesi w;; = (i + j)? per privilegiare le

informazioni pili recenti in termini di periodo di calendario.

Superata I'assegnazione del sistema di pesi piu adeguato si procede proiettando i dati

storici nel triangolo inferiore, secondo la nota relazione

T-k
fi’k =Sij° | | Mjipyq,conk =j+1,..,T.
h=0
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Decumuliamo infine la matrice ora completa dei costi medi cumulati per tornare ai dati
dei costi medi incrementali §i,k. Questo passaggio & necessario per poter ricostruire le

stime dei sinistri incrementali: intuitivamente essi saranno dati da p; , = §; - ;.

La stima della riserva sinistri € immediata; bastera infatti ricostruire la matrice cumulata

LAY a0 . . Co Coe
dei Cjp, = Xk=0 D;\ € per ciascuna generazione sottrarre ai sinistri cumulati stimati per

A0 AO

I'anno di sviluppo T I'ultimo valore cumulato noto, ottenendo R; 7.4 = C; 7 — C; 7_;.

Valgono le stesse osservazioni a proposito dellammontare della riserva per la

generazione di etichetta O fatte nei paragrafi precedenti.

Infine I'importo totale da iscrivere a riserva & dato dalla somma di queste ultime stime

su tutte le generazioni, ovvero:

R = Z R;,T+1'
i

Anche in questa occasione ripercorriamo la procedura attraverso |'applicazione al

TRIANGOLO 1.

Sia data la seguente distribuzione del numero di sinistri denunciati con seguito:

i nj
2000 5.426
2001 3.4a0
2002 3.084
2003 5.190
2004 4.448
2005 4,576
2008 4.619
2007 4,672
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Disponendo di queste informazioni potremo scorporare I'effetto dell’andamento del
numero dei sinistri sul’ammontare delle liquidazioni, evitando quindi di dover

formulare ipotesi a priori sull’evolvere dei sinistri.

Abbiamo gia sottolineato la difficolta che insorge nel fare assunzioni circa I'inflazione
sinistri. Il numero dei sinistri & chiaramente un fattore di tale grandezza. Notiamo, in
guesto esempio, un andamento privo di trend nel numero di sinistri denunciati con

seguito, come si evince dalla rappresentazione grafica riportata sotto. In questo caso

quindi difficilmente si potrebbe formulare un’ipotesi veritiera.

Ni

6.000

5.000

4.000

3.000

2.000

1.000

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007

GRAFICO 1
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Costruiamo anzitutto | triangoli dei costi medi incrementali e cumulati, che riportiamo

qui di seguito.
anno di sviluppo
55 0 1 2 3 4 5 6 7 R:
2000 65,95 141,33 112,52 89,00 97,19 105,86 26,97 25,79 67.048
g 2001 64,40 161,01 171,04 216,72 81.64 58,79 96,67
;f-% 2002 52,02 179,41 165,87 182,07 134,46 26,31
(%]
% 2003 59,85 213,54 149,53 301,04 52,50
% 2004 99,63 155,84 223,02 173,00
ﬁ 2005 86,57 204,78 185,20
Q
% 2006 95,44 183,51
2007 76,94

anno di sviluppo

5 0 1 2 3 4 5 6 7 R;
2000 65,95 207,30 319,82 408,82 506,01 611,87 638,84 664,63 67.048
Tg 2001 64,49 226,40 397,44 614,16 695,80 754,59 851,26
% 2002 52,02 231,43 397,30 579,37 713,82 740,14
%)
& 2003 59,85 273,38 422,04 723,08 776,48
m
§ 2004 99,63 255,47 478,49 651,40
E 2005 86,57 291,35 476,53
Q
% 2006 95,44 278,95
2007 76,94
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Sulla base di quest’ultimo calcoliamo i coefficienti di proporzionalita:

anno di sviluppo

dj 0 1 2 3 4 5 6 7
2000 3,1432 1,5428 1,2783 1,2377 1,2092 1.0441 1,0404
2 2001 3,5106 1,7555 1,5453 1,1320 1,0845 11281
al
=
T 2002 44485 1,7167 1,453 1,2321 1,0360
[¥]
iJ
o 2003 4,5680 1,5471 1,7118 1,0725
m
¥
£ 2004 2,5642 1,730 1,3615
@
g 2005 3,3656 1,6357
(]
% 2006 2,0228
2007

i

Naturalmente non esistono i coefficienti per i sinistri liquidati entro I'anno di denuncia,

poiché questi ultimi sono dati gia noti alla Compagnia al momento della valutazione;

pertanto non esiste alcun interesse a determinare dei parametri utili alla loro stima.

Per il calcolo dei fattori di sviluppo m; scegliamo di applicare il sistema di pesi tale per

cuiw;; = (i + j)2. Ne risulta il seguente sistema di fattori m;:

i me;

2000

2001 32771
2002 1,6956
2003 14891
2004 1,1511
2005 1.0918
20086 1,0923
2007 1,0404
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Tralasciamo di riportare tutti i calcoli intermedi che portano dapprima alla proiezione
dei costi medi incrementali con il completamento della matrice dei Si,k,
successivamente alla decumulazione di questi ultimi con la costruzione della matrice dei

§; x ed infine, attraverso la p; , = ;. - n;, alla matrice dei sinistri incrementali.

Riproduciamo nel seguito solo la matrice dei sinistri cumulati completata con le stime

per il triangolo inferiore ottenendo cumulando la sopracitata matrice dei p; .

Dall'immediato confronto con le corrispondenti stime ottenute con il Chain Ladder base
non emerge alcun comportamento sistematico. Infatti I'introduzione della valutazione
al costo medio per generazione non comporta a priori stime pil basse o piu alte, com’e
invece il caso della variante dell'inflazione. Nel paragrafo precedente abbiamo
riscontrato infatti stime maggiori, come & naturale, data la crescita del costo sinistri

prevista per gli anni futuri.

anno di sviluppo

[ 0 1 2 3 4 5 6 7 R;

2000 357.848 1.124.788 1.735.330 2218270 2.745.596 3.319.994 3.466.336 3.606.286 67.948

2001 352,118 1.236139 2.170.033 3.353.322 3.799.067 4.120.063 4.647.867 4.833.520

2002 200,507 1.292.306 2218525 3.235179 3.085.905 4132918 4.515.287 4.697.388

2003 310,608 1.418.838 2.195.047 3.757.447 4.020.920 4300146 4.806.146 3.000.190

2004 443,160 1.136.350 2.128.333 2.897.821 3.335.596 3.641.199 3.978.076 4.138.687

2005 396,132 1.333.217 2180.715 3.247.256 3.737.821 4.080.275 4.457.774 4.637.733

anno di denuncia {accadimenta)

2006 440,832 1.288.463 2.184.724 3.253.227 3.744.693 4.087.777 4465970 4.646.280

2007 350480 1.178.049 1007306 2974443 3423704 3737478 4.083.262 4.248.119

Siamo ora in grado di fornire le stime della riserva sinistri per generazione e, dalla loro

somma, 'ammontare complessivo da porre a riserva:
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R%;

2000 67.048

2001 187.653

2002 564.670

2003 070.261

2004 | 1.240.866

2005| 2.457.038

2006 3.357.817

anno di denuncia (accadimenta)

2007 | 3.888.639

R* 12.734.891

In questo caso I'importo complessivo € di poco inferiore (meno del 2%) a quello stimato

dal metodo base.

Di seguito confrontiamo i risultati delle stime della riserva sinistri per generazione

ottenute con le tre varianti del Chain Ladder.

6.000.000
5.000.000
4.000.000
B Chain Ladder
base
3.000.000
M Chain Ladder
2.000.000 con inflazione
B Chain Ladder
1.000.000 costo medio
2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007

GRAFICO 2
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Abbiamo gia notato come l'inclusione della variabile inflazione riconsegni stime piu alte
che nel metodo base. In tutti e tre i casi 'andamento € crescente, perché le generazioni
piu recenti hanno chiaramente un maggior numero di sinistri ancora aperti al momento

di valutazione.

Inoltre le stime che si ottengono includendo l'inflazione crescono negli anni in modo
convesso. Il motivo piu evidente & che tali importi dipendono direttamente dai sinistri
cumulati espressi in unita monetarie diverse. Nell’ipotesi di inflazione sempre positiva
tali riferimenti saranno senz’altro crescenti. E naturale pertanto che la riserva sinistri

cresca piu velocemente al progredire dell’anno di generazione.

IL METODO FISHER-LANGE

Al pari del precedente, il metodo Fisher-Lange utilizza le informazioni sui dati medi,
siano essi risarcimenti medi, nel caso in cui la base di dati riguardi i sinistri liquidati,

oppure costi medi dei sinistri, nel caso invece la base di dati riguardi i sinistri dichiarati.

Le informazioni necessarie non sono diverse da quelle alla base del Chain Ladder; esse

riguardano anzitutto il triangolo dei sinistri incrementali p;; o il corrispondente triangolo

cumulato Cjj = ¥h_o Dik-

In secondo luogo & necessario disporre della distribuzione del numero di sinistri n; ; per

anno di generazione (o di denuncia, a seconda della natura della base di dati) e per anno

di sviluppo.

Inoltre occorre conoscere il numero cumulato dei sinistri relativi alla i-esima

generazione complessivamente liquidati fino al j-esimo anno di sviluppo, che nel

¢

seguito indichiamo con n;;.

Infine servono i numeri dei sinistri riservati per generazione e anno di sviluppo nﬁ}.
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Questo metodo mira a separare l'effetto del risarcimento medio dalla velocita di

liquidazione dei sinistri.

Con una certa analogia con l'ipotesi fondamentale del Chain Ladder, si assume che
I'evolvere di entrambi gli effetti, appunto costo medio e velocita di liquidazione, non

dipenda dall’anno di generazione i, ma solo dall’anno di differimento j.

Si stimano due ordini di fattori. Il primo, indicato con g;,peri =0,...,T, rappresenta

I'evoluzione del risarcimento medio al variare della generazione di appartenenza.

Il secondo coglie invece I'evoluzione della velocita di liquidazione dei sinistri al
progredire dell’anno di differimento. Indichiamo i parametri appartenenti a questo

gruppo di fattori con vj,perj = o,..T.

Il nodo centrale di questo metodo consiste nel determinare la velocita di liquidazione
futura sulla base dei dati storici, secondo un approccio per altro simile a quello utilizzato

per le stime dei fattori di sviluppo del Chain Ladder.

In base a quest’ultima si puo calcolare il numero delle liquidazioni future e valorizzarle
al risarcimento medio (o alternativamente al costo medio) per individuare I'ammontare

che la Compagnia deve accantonare a riserva.

| parametri che descrivono la velocita di liquidazione sono stimati sulla base degli ultimi
dati osservati per ciascun anno di differimento e normalizzati in base al numero di
sinistri registrati nell’ultimo anno osservato. In formule:

o

Nr—jj Mg

v =
J , L. °
Ljnr—jj mp_ j

essendo m gli stessi definiti nel paragrafo precedente.
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Siano inoltre a; I'aliquota dei sinistri con seguito liquidati con j anni di differimento sul

numero totale dei sinistri riservati per il medesimo anno di sviluppo.

Il triangolo del numero stimato dei sinistri liquidati si stima come prodotto tra I'ultimo
numero di sinistri riservati, I'aliquota dell’anno di sviluppo corrispondente di cui al
capoverso precedente e il parametro di velocita stimato. In formule si ha

~

= R . R .
ni,j—nij a] U].

A seconda della generazione di appartenenza si moltiplica il numero atteso per il
risarcimento medio (o costo medio) per ottenere la matrice dei risarcimenti attesi (o dei

costi sinistri attesi).

Da quest’ultimo si ricavera 'ammontare dell’accantonamento necessario in modo

perfettamente analogo ai metodi descritti sopra.

Questo metodo non é solitamente utilizzato per determinare I'importo della riserva da

mettere a bilancio, ma piuttosto ai fini del controllo.

Il punto debole del modello sta soprattutto nella distorsione che pud insorgere nel caso

in cui i calcoli si basino unicamente sui dati piu recenti.
In particolare le aliquote «; richiedono una base di dati sufficientemente numerosa,

perché piu esposte a fattori di distorsione sia esogeni (aumento della sinistralita, ad

esempio) sia endogeni (tra cui anche errori di riservazione).
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IL METODO BORNHUETTER-FERGUSON

Questo metodo combina I'utilizzo di informazioni sul /oss ratio con una tecnica standard
di proiezione, ad esempio quella del Chain Ladder classico, per stimare gli importi

necessari da porre a riserva.

Cosi come I'approccio del costo medio, anche il metodo in esame studia I’evolversi degli
importi medi liquidati separando le informazioni sul numero di sinistri. La novita
consiste nel confrontare la dinamica cosi individuata con I'andamento tecnico del

portafoglio.

Come gia accennato, gli autori individuano nel /oss ratio I'indicatore ideale delle perdite
tecniche conseguite dai contratti della collettivita in esame. Tale grandezza ¢ definita in
guesto contesto come rapporto tra I'ammontare riconducibile ai risarcimenti dovuti per

i sinistri accaduti in una data unita temporale e i rispettivi premi di competenza.

Esistono tuttavia definizioni alternative che coinvolgono 'ammontare pagato o i premi
emessi e contabilizzati. Inoltre il metodo si pud applicare ricorrendo anche ad altri
rapporti significativi, ad esempio il combined ratio® o il trading ratio®, con opportuni

aggiustamenti della procedura.

A meno di distorsioni dovute a sinistralita eccezionali, in occasione ad esempio di
calamita naturali, crisi economiche, terrorismo o altri eventi catastrofici, & ragionevole
aspettarsi una certa consistenza degli andamenti tecnici complessivi registrati di anno in

anno.

Escludendo questi casi, comunque impossibili da prevedere, esiste un altro evidente
fattore esogeno che ha influenza sul comportamento del /oss ratio. La teoria economica
delle imprese di assicurazione lo definisce come ciclo di mercato. Con questo termine ci

si riferisce ai movimenti dei tassi di premio dettati dall'incontro di domanda e offerta

> Si definisce combined ratio il rapporto tra il totale di somme per sinistri accaduti e spese di gestione sui
premi di competenza.
d[ trading ratio prende in considerazione il ritorno degli investimenti delle riserve e dei premi incassati.
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assicurativa, qualora su queste ultime agiscano le aspettative degli attori del mercato

sulla capacita delle imprese di assumere particolari rischi.

La procedura di questo metodo inizia con la stima dei fattori di sviluppo del Chain
Ladder base, m;, eventualmente applicato al triangolo dei sinistri cumulati aggiustati

all’inflazione.

Utilizzando le informazioni sul loss ratio si ottengono delle stime iniziali degli importi
cumulati all’'ultimo anno di sviluppo per ogni generazione di sinistri. In altre parole si

ottengono dei valori di stima dell’ultima colonna della matrice di run-off.

Siano P; i premi di competenza per la generazione i-esima ed 7; il corrispondente loss

ratio. Le stime iniziali degli importi cumulati all’ultimo anno di sviluppo sono date dalla
ULI =71 Pi

Queste prime valutazioni sono indipendenti dal modo in cui evolveranno i sinistri negli

anni successivi a quello di accadimento.

A questo punto per ciascuna coorte si ricavano i risarcimenti cumulati all’ultimo anno di
sviluppo osservabile (collocato cioé sulla diagonale del triangolo) tali che, se proiettati
attraverso i fattori di sviluppo di cui sopra, l'ultima stima dei sinistri cumulati risulti

esattamente uguale all'importo stimato tramite le informazioni sul /oss ratio.

Operativamente si tratta di applicare i fattori di sviluppo m; a ritroso, a partire dalle Ul-’

stimate. In formule si ha

1
Ui =Cir-iy1 + (1 + m) U

La valutazione della riserva per ciascuna generazione & quindi ottenuta come differenza
tra le stime appena ricavate e gli importi cumulati osservati nelle corrispondenti

posizioni:
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R;, =U; = Cir—i

Alla quantita cosi ottenuta vengono sommati ulteriori accantonamenti aggiuntivi per i
sinistri non ancora liquidati dopo il massimo differimento T. Si tratta di somme valutate

esternamente dalla Compagnia, cui abbiamo gia accennato in termini di R(g 741).
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3. MODELLI LINEARI GENERALIZZATI

INTRODUZIONE Al MODELLI LINEARI GENERALIZZATI

I modelli lineari generalizzati (GLM) sono una classe di modelli di regressione, volti a
studiare I'impatto di variabili esplicative, dette covariate, su una variabile risposta. Essi
estendono i modelli lineari tradizionali, superando alcuni limiti di questi ultimi, ad
esempio quando la natura della variabile risposta impone delle limitazioni ai possibili

valori dell’output.

Trattandosi di modelli di regressione sono applicabili anche ad informazioni riguardanti i
singoli contratti assicurativi, a differenza dei metodi deterministici illustrati nel capitolo
2 dove necessariamente si deve disporre di dati aggregati per essere rappresentati dalla
matrice di run-off. Pertanto consentono, eventualmente, di utilizzare al meglio

I'informazione disponibile a livello di singolo sinistro.

La classe dei GLM comprende i modelli con predittore lineare, in cui si ipotizza che la

variabile risposta segua una distribuzione facente parte della famiglia esponenziale.

Tale famiglia comprende le distribuzioni dipendenti da un vettore di k parametri reali @
la cui distribuzione di probabilita o funzione di densita sia riconducibile alla forma

seguente:

k
fO; 6) & h(y) - expd D 0y (O)u(»)

j=1
in cui h(y) & una funzione non negativa che non dipende dal parametro 6, 1;(8)
rappresentano delle funzioni reali del parametro 8, denominate parametri canonici ed

infine u; (x) sono funzioni reali di y.
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Alla famiglia esponenziale appartengono, tra le altre, la distribuzione Gaussiana, la
Binomiale, la Poisson, la Gamma e la Geometrica. Per ciascuna di esse il supporto non

dipende dal parametro naturale 8.

Nel caso in cui il vettore @ sia ridotto ad una sola dimensione indicheremo con @ I'unico

parametro della distribuzione.

E possibile adottare la seguente notazione alternativa, usata ad esempio Hardin e Hilbe

(2007), per indicare la forma canonica della famiglia esponenziale monoparametrica:

y6 — b(9)}’

(v 0,¢) x exp {W

dove ¢ e un parametro di scala, necessario affinché gli errori standard seguano a loro
volta una distribuzione appartenente alla famiglia esponenziale, nel seguito chiamato

parametro di dispersione.

La funzione b(0) e detta funzione cumulante; essa caratterizza una famiglia di

distribuzioni in base alla forma assunta (ad esempio tutte le Poisson, tutte le Gamma, ...

Per le distribuzioni appartenenti alla famiglia esponenziale sussiste inoltre una precisa
relazione tra valore atteso E(Y;) = y; e varianza var(Y;); con riferimento all’ i-esima

unita statistica, coni = 1, ..., n, vale infatti:

var(Yy) = a(¢:) - V(uy),

dove V(-) e la funzione di varianza definita dalla derivata seconda della funzione

1
eneratrice dei cumulanti® ¢’ (—)
& v ow

Spesso a(¢;) = ¢/ w;, indicando con w; il peso assegnato alla i-esima osservazione.

! Si definisce funzione generatrice dei cumulanti ¥ (s) di una variabile aleatoria Y la quantita In[E (e5")],
la cui derivata di ordine k calcolata in O restituisce il cumulante k-esimo.
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A titolo di esempio, per la distribuzione gaussiana si dimostra che vale V(y;) =1, per

una bernoulliana V (y;) = 1;(1 — y;), che per una binomiale con k prove indipendenti
diventa V(i;) = i; ( - %), tra le distribuzioni per le quali la V (u;) assume la forma di

potenza, citiamo la distribuzione di Poisson, per la quale si ha V(i) =u;, e la

distribuzione Gamma di parametri r e 4, dove vale V(u;) = pu? conu; =1/ A.

Definiamo x; il vettore contenente le determinazioni di k variabili esplicative per I' i —
esima unita statistica; sia X la matrice di regressione di ordine n X k data

dall’accostamento per riga di tali vettori.

Nell’ambito dei GLM solitamente non sono oggetto di stima direttamente i 6;, quanto
piuttosto un vettore di parametri 8 di dimensione p, detto vettore dei parametri di
regressione, tale che la sua combinazione lineare con le variabili esplicative x; risulti

essere pari ad una prescelta funzione del valore atteso y;:
— T
gu) = x; B

La funzione g(-), supposta invertibile, & detta funzione legame (o funzione link) e,
insieme alla legge di distribuzione della variabile risposta, caratterizza un modello
lineare generalizzato. La scelta della funzione link deve essere coerente con le

caratteristiche della variabile risposta e del suo codominio.
Data la matrice di regressione X ed il vettore di parametri f8, si definisce previsore
lineare il vettore n = X, che sappiamo essere il vettore dei parametri canonici per le

assunzioni fatte circa I'appartenenza della variabile risposta alla famiglia esponenziale.

Pertanto, con riferimento all’i —esima unita statistica, si ha
— -1
k=9 ()

Dapprima si dovra stimare il vettore dei parametri 8.
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Successivamente si ricaveranno da tali stime i parametri canonici, in base alla relazione

ni = xi B.

Infine i parametri naturali si otterranno dalla funzione cumulante b(8), valendo la

relazione
pi=g7*m) =g (x] B)
e la definizione

-1

6, = (b’(#i))

Per la stima del vettore di parametri f si ricorre al metodo della massima

verosimiglianza tramite opportuni algoritmi di calcolo illustrati brevemente nel seguito.

Il parametro di dispersione ¢ & in genere noto. E ad esempio il caso della distribuzione
di Poisson, in cui ¢ = 1. Talvolta si rende opportuno stimarlo col metodo della massima
verosimiglianza. Esistono in letteratura stimatori consistenti per i quali si rimanda a

successivi paragrafi.

Nell’ambito della statistica assicurativa i GLM sono ampiamente utilizzati,oltre che per
la tariffazione, anche in fase di determinazione della riserva sinistri; in questo caso con
le n realizzazioni della variabile risposta Y (y;; i = 1...n) si descrivono solitamente
I'ammontare dei pagamenti incrementali, o anche il numero di pagamenti o di sinistri
denunciati. Tra le variabili esplicative sono frequentemente incluse i parametri tariffari,
variabili di tempo quali il periodo di origine e di sviluppo del sinistro e la relativa epoca

di pagamento, assieme a variabili geografiche.
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LA STIMA DEI PARAMETRI

Indicando con f(y; @) la funzione di densita congiunta delle n realizzazioni della

variabile risposta Y (y;; i =1..n), di cui sono noti i valori y, e con 0 lo spazio

parametrico, il vettore 8 & detto stimatore di massima verosimiglianza se & tale che
L(@; y) > L(0; y) per ogni 0 € Q.

Nella prassi statistica si utilizza al posto della funzione di verosimiglianza la sua
trasformazione logaritmica £(0; y) = logL(8; y), il cui massimo, essendo monotona,

coincide con quello di L(8; y).

Lo stimatore @, che si dimostra essere consistente ed almeno asintoticamente

efficiente, si ottiene dalla soluzione del sistema delle derivate parziali:

0L(6; y)

96;

=0conj=1,..,k.

Condizione di secondo ordine perché tale soluzione sia effettivamente il massimo di

L(0; y) & che la matrice Hessiana sia definita negativa.

Per semplicita di notazione nel seguito facciamo riferimento al solo caso in cui esiste un

solo parametro 6 in luogo del vettore k-dimensionale 6.
La funzione di log-verosimiglianza per tutte le distribuzioni della famiglia esponenziale ¢,

in accordo con la notazione della forma canonica f,,(y; 6, ¢) introdotta in precedenza,

del tipo:

0=y P e 0)
i=1
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La condizione necessaria

aLO;y)
90

diventa in questo caso

yi —b'(6;)
z ap

che equivale ad imporre b'(0) = E(y) =

La condizione di secondo ordine € invece

2 . H z
E{a £ ), <6£(6, y)> }z 0.

06?2 00

esplicitandola per la forma di fy(y; 0, ¢) in questione si ottiene:

CINEIO) N e
0= Zla(@ +;a(¢)2E{yl b@)Y =

1=

_ib"(ei) LN L b6
a@ " Lia@? al)

b" (6; ) 1
= - Z 2 (YL)
L@ " Lia@y
Poiché le n realizzazioni della variabile risposta sono ipotizzate i.i.d. si puo riscrivere la

precedente equazione come:

~ b”(9) 1 o
0=-— a(¢) (qb)ZV(yl) coni=1,..,n

da cui, raccogliendo il denominatore e risolvendo per V (y;), si ottiene

V(y:) = b"(6)a(e).
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La condizione appena trovata puo essere riformulata con la seguente uguaglianza

V() =V(u)ale)

per quanto detto nel paragrafo precedente a riguardo della relazione che lega la
varianza di una variabile aleatoria, tale da appartenere alla famiglia esponenziale, al suo

valore atteso.

Tornando quindi alle condizioni di primo ordine, introduciamo nel problema i
coefficienti B della combinazione lineare che da per risultato il legame canonico 7; il

sistema delle derivate parziali risulta essere:

DS (20020 () 32

i=1

Il

Il
-

) () (o)

i

I
NGE

(awian) ), 0

i

Il
iy

dove il termine (ﬁ) e riferito all’i-esima unita statistica, mentre x;; e il generico
i

elemento della matrice di regressione X.

Visto che I'oggetto delle stime di massima verosimiglianza & diventato il vettore di
parametri 8 di dimensione p, occorre ricavarne la matrice di informazione di Fisher
JI(p X p), utile per lo sviluppo degli algoritmi di stima. Essa & basata sulle derivate

seconde della funzione di log-verosimiglianza L(6; y)

[62£(9: y)
BB, |
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essendo il generico elemento della matrice pari a

; _iE[aZL(e; i
LT apop |

=

Dal momento che un generico GLM introduce una parametrizzazione della media u in
termini di matrice di regressione X e di coefficienti associati 8, legando il predittore

lineare n = X alla media u per mezzo della funzione legame g(+), la g~1(n) restituisce

U.

Inoltre, dato che il predittore lineare €, come gia detto, una combinazione lineare delle

determinazioni delle covariate e di parametri oggetto di opportuna stima, tale cioe che

p

n= Z xj,Bj:

j=1
siha

an
—_— x.'

B,

Si osserva pertanto che il dominio e codominio del predittore lineare non subiscono
limitazioni specifiche, ma dipendono direttamente da quello della covariate. E a questo
punto che si apprezza il ruolo della funzione legame g(:), tramite la quale si pud

imporre un intervallo di valori per le stime della variabile risposta.
Teoricamente qualsiasi funzione monotona puo essere usata come link, e la scelta deve

essere guidata dall’obiettivo di rispettare i vincoli imposti dalla funzione di varianza

della specifica distribuzione considerata.
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| LEGAMI CANONICI

Si definisce legame canonico la funzione link derivante dall’'uguaglianza del parametro

canonico al predittore lineare, tale cioé che 8 = 1.

In questo caso la funzione di verosimiglianza diventa:

- (v:6; — b(6;
L(6; y) = Z {de))() + C(}’i'd))}

i=1

n 1 I I n
= ;T@{yixiﬁ —b(P)} + Zl oy §)

n

_ i{%@yix;}ﬁ —Z%@b(x;m +Zc(yi'¢)

=1 i=

Si deduce quindi che >, {%{p)yix;} & una statistica sufficiente” per B se a(¢) &

assente o noto (ad esempio nel caso della distribuzione di Poisson a(¢) = 1).

Se a(¢p) non & noto ma la funzione di verosimiglianza & ancora di struttura
esponenziale, si pud dimostrare che /-, {r@yixg} € comunque parte della statistica

sufficiente minimale>.

La scelta di adottare il legame canonico comporta inoltre alcune importanti

semplificazioni nel sistema delle derivate parziali, che diventa:

% Una statistica T(-) e sufficiente per 8 se assume lo stesso valore in due punti distinti dello spazio
campionario solo se tali punti godono di verosimiglianze equivalenti. Condizione necessaria e sufficiente
perché T (+) sia una statistica sufficiente e che la distribuzione di Y condizionata al valore assunto da T(+)
non dipenda da 6.

*V(+) & una statistica minimale sufficiente per 8 se & funzione di qualunque statistica sufficiente T(-).
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Il sistema cosi ottenuto, seppur semplificato, non & facilmente risolvibile per via
analitica; pertanto anche nel caso di legami canonici si ricorre di norma a metodi

numerici iterativi.

Un altro vantaggio derivante dall'impiego dei legami canonici riguarda I'informazione di
Fisher 7. Si ha infatti che le derivate seconde della funzione di verosimiglianza non

dipendono dalle osservazioni y:

0°L(6; yi) 9 (a(¢ ))( U) Xij Oy
aﬂjaﬂh B dBn B a(¢i) P

Pertanto:

0*L(0;: y) _ . [62£(9: y)]
0B:0Bx | 9B:0Bx

cioeé I'informazione attesa coincide con I'informazione osservata.
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L’ ALGORITMO NEWTON-RAPHSON

La procedura di calcolo illustrata brevemente nel seguito pud essere utilizzata in
generale per qualsiasi funzione derivabile f(u), per la quale si deve determinare il

valore di una sua radice r.*

Sia u; un valore iniziale per r, opportunamente scelto.

La derivata prima calcolata in tale punto, f'(u,), permette di ricavare I'espressione utile

per determinare le stime al passo successivo:

f@ = fu)@—u)

Il criterio di aggiornamento e quindi:

= — f(uy)
2 ! f'(u1)
e in generale:
_ f(ue-1)
Us T

T )

Si puo dimostrare la convergenza dell’algoritmo al vero valore della radice, espressa

formalmente come |r —us| — 0
S— 00

In realta tale convergenza € solo teorica, perché vista la complessita dei calcoli la
procedura in genere viene fatta terminare al soddisfacimento di una determinata regola

di arresto, stabilita dal ricercatore.

* r dunaradice di f()seetc. f(r) =0
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Nel caso specifico delle equazioni di verosimiglianza il criterio di aggiornamento e

particolarizzato come segue:
u = B dove B € un vettore di stime iniziali dei parametri.

Le funzioni di cui occorre trovare la radice sono appunto le equazioni di verosimiglianza

=52

le cui derivate prime sono gli elementi della matrice di informazione di Fisher .‘7(3)

L'algoritmo prevede quindi ad ogni iterazione una correzione della stima del vettore dei

parametri pari a:

Bt=pt1- (Bt 1)—1 al(ﬁ)

Nella versione piu semplice l'algoritmo non considera la stima del parametro di
dispersione ¢, che quindi viene trattato come un parametro accessorio, la cui stima
avviene separatamente da quella del vettore B. Tuttavia esistono implementazioni che

includono ¢ tra i parametri oggetto delle stime di massima verosimiglianza.

Per I'implementazione dell’algoritmo sono anzitutto necessari dei valori iniziali per i
parametri, che definiamo con B°. Anche se non esiste un criterio univoco di scelta di tali
valori iniziali, nel caso in cui il modello dei dati lo contempli, si usa procedere
assegnando a BO le stime di massima verosimiglianza per il caso particolare costante. In
molti casi, infatti, le soluzioni del sistema di verosimiglianza per il caso costante sono

ricavabili per via analitica e pertanto facilmente determinabili.
Come sovente accade per i metodi numerici, la convergenza non & garantita se non con
un numero molto elevato di iterazioni, condizione che non sempre ¢ realizzabile. Da qui

il problema di assegnare valori iniziali plausibili.
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L’ ANALISI DEI RESIDUI

| residui sono una misura della discrepanza tra i valori stimati dal modello e quelli
osservati in corrispondenza di ciascuna unita statistica. In realta i residui possono essere

calcolati secondo diverse formulazioni.

Una delle definizioni che gode di maggior popolarita & quella di Pearson, in base alla

guale si ha, per I’ i-esima unita statistica,

p_ Vi~

ricordando la forma della varianza

var() = ¢/w; - V().
La somma su tutte le unita statistiche degli riP equivale alla statistica chi-quadro.
La distribuzione dei residui teorici

Y, — [

VV () / w;
ha media nulla e varianza ¢, indipendente da i.

Com’e facile intuire, valori elevati (in valore assoluto) dei residui di Pearson indicano un

cattivo adattamento del modello per quella particolare unita statistica.
Una definizione alternativa dei residui coinvolge invece la devianza:
D _ _: ~
i = sign(y; — i)y dy,

dove d; € I'addendo i-esimo nell’espressione della devianza
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d; = —Zwi{(}’iéi - b(gi)) - 0 — b(ei*))}

sey; —f1; >0

. . 1
sign(y; — i) = {_1 se y, — fi; < 0.

La somma su tutte le unita statistiche dei quadrati degli 7;° & la devianza.

Ad esempio per la distribuzione di Poisson i residui della devianza hanno espressione

2 sey; =0
=2 {yi In (%) (y; — ﬁi)} altrimenti;
l

mentre per la distribuzione Gamma vale

P =-2 {ln (&) —u}
Hi Hi

In generale i residui della devianza sono preferiti ai residui di Pearson perché la loro
analisi permette non solo di individuare quali osservazioni non sono ben stimate dal
modello, ma anche di verificare se i dati evidenziano scostamenti sistematici dal

modello stimato.

Spesso si considerano anche le versioni standardizzate dei residui appena definiti; in tal

caso la distribuzione asintotica & quella della normale standard.

Attraverso il grafico a dispersione dei residui si possono sviluppare analisi informali; in
particolare, se i grafici mostrano scostamenti sostanziali dall’landamento ideale allora il
modello pud non essere adeguato nella distribuzione assegnata alla variabile risposta o

nella scelta della funzione di collegamento.

62



STRUTTURE DI REGRESSIONE PER LA RISERVA SINISTRI

Le variabili esplicative tipiche dei problemi di stima della riserva sinistri sono I'anno di
generazione (o di denuncia, a seconda dell’accezione che si vuole dare ai p;;) e I'anno di
sviluppo. Queste possono essere trattate come variabili di tipo factor o numeriche, in

base alla struttura di regressione prescelta.

Se entrambe le variabili sono trattate come factor, allora i parametri oggetto di stima

sono:

* |intercetta ,
* aq,..,ap parametri per gli anni di generazione (o di denuncia),

* B, ..., Br parametri per gli anni di sviluppo.

La matrice di regressione X pertanto ha n = (t + 1)?/2 righe, pari al numero di celle
del triangolo di run-off, e 1+ 2(t + 1) colonne, di cui perd solo p =1+ 2t sono

linearmente indipendenti.
Ne consegue che il numero di parametri da stimare & pari al rango di X, cioé p.

Di norma si fissa un parametro dell’anno di sviluppo ed uno dell’anno di generazione

pari a 0. Ad esempio si puo porre ar =0e B = 0.

Consideriamo il caso della funzione di collegamento logaritmo. La struttura di

regressione & di tipo moltiplicativo, con

E(Yy) = iy = exp(u + aij + By)-

L'impostazione della struttura di regressione con entrambe le variabili di tipo factor puo
comportare problemi di sovra parametrizzazione, che hanno per conseguenza, oltre a
rendere difficile I'interpretazione dei risultati, una perdita di significativita di alcuni

parametri.
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In alternativa si pud optare per una struttura di regressione che prevede una variabile
numerica e una di tipo factor. In tal caso il numero di parametri da stimare scende a

p=2+t.

Se, ad esempio, si intende la variabile anno di generazione numerica e la variabile anno

di sviluppo di tipo factor, la struttura di regressione diventa
E(Yl-j) = exp(y +a-i+ ,8]-),

coerentemente con l'ipotesi che, in termini attesi, i risarcimenti totali crescano al
progredire dell’anno di generazione secondo una percentuale fissa, mentre I'effetto del

differimento rimane proprio di ciascun anno di sviluppo.

Infine & possibile adottare anche una struttura di regressione in cui tutte le variabili

sono di tipo numerico, in base alla quale i parametri da stimare sono solo tre:
E(Yl-j) =exp(u+a-i+p-j).

IL MODELLO POISSON-LOGARITMO PER LE RISERVE

La distribuzione di Poisson & spesso usata in modelli per variabili di conteggio. Alla cui
base vi & I'assunzione della seguente distribuzione di probabilita per la variabile Y di
interesse:

Mye_#

fy) = T

dove u e I'unico parametro della distribuzione, rappresentante il valore atteso della Y.

Nella notazione caratteristica della famiglia esponenziale la distribuzione di probabilita

puo essere riscritta in questo modo:

fw) =explyln(u) —u—InT(y +1)}5
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Abbiamo gia accennato alla seguente relazione tra valore atteso e varianza:

E(Y) = u = var(Y).
Valore atteso e varianza risultano infatti identiche; si parlera nei prossimi capitoli di
variabili di Poisson sovra disperse, intendendo con questo termine i modelli stocastici
del tipo poissoniano che risultano perd avere media e varianza proporzionali, anziché
identiche.
Il legame canonico risulta essere

6 = In(w),

pertanto il legame inverso g~1(n) sara del tipo esponenziale: g~1(n) = expn.

L’espressione della log-verosimiglianza e

L(w;y) = Z{Yi In(u;) — p; —InT(y; + 1},

i=1

che, riparametrizzata in termini di X8, diventa

L) = ) (i In(xi) = xif = InT(y; + 1}
i=1

= ) ixi - exp(xf) — InT(; + D).
i=1

Gigante e Sigalotti (2005) mostrano un’applicazione del modello di Poisson non ad una

variabile di conteggio, come vogliono gli esempi piu classici, ma direttamente ai

> Con I'(+) si intende in questo contesto la funzione Gamma con dominio discreto, pertanto F'y+1)=y!
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risarcimenti incrementali p;;. Il modello puo essere quindi utilizzato per la stima degli

elementi del triangolo inferiore della matrice di run-off, da cui ricaveremo la stima della

riserva sinistri.

Ripercorriamo |'applicazione degli autori sopracitati, applicando il modello al TrianGoLo 1

che abbiamo gia utilizzato per gli esempi del capitolo 2. Le stime sono realizzate in SPSS.

Definiamo le seguenti caratteristiche del modello:

Variabile risposta: ¥;; = p;;

Variabili esplicative: anno di accadimento (anno_accadimento) e anno di
sviluppo (anno_sviluppo).

Distribuzione di probabilita: Poisson

Funzione link: Log

Struttura di regressione E(Yl-]-) = Wi = exp(y +a;; + Bi]-), con entrambe le

variabili di tipo factor.

L’output di SPSS riconsegna le seguenti stime:

Parameter Estimates

95% Wald Confidence 95% Wald Confidence
Interval Hypothesis Test Interval for Exp(B)
Wald

Parameter B Std. Error Lower Upper Chi-Square df Exp(B) Lower Upper
(Intercept) 12,045 10033 12,039 12,051 | 13682560,7 1 1702491 | 169166,0 | 1713391
Efcrlr;(:iTment():zOOO] -196 ,0019 -,200 192 | 11106,601 1 822 819 825
anno_ 097 0018 094 101 2800,626 1 1,102 1,008 1,106
accadimento=2001] ) ’ ) ) ) ’ ’ ’
fanno_ 067 0018 063 070 1307,405 1 1,069 1,065 1,073
accadimento=2002] ) ’ ) ) ' ’ ’ ’
[anno_
accadimento=2003] 136 0018 132 139 5428,345 1 1,145 1,141 1,150
anno_ 047 0019 -050 -043 620,901 1 955 951 958
accadimento=2004] ) ’ ) ) ) ’ ’ ’
anno_ 061 0019 058 065 1051,243 1 1,063 1,059 1,067
accadimento=2005] ) ’ ) ) ' ’ ’ ’
fanno_ 051 0020 047 054 665,788 1 1,052 1,048 1,056
accadimento=2006] ) ’ ) ! ) ’ ’ ’
[annoT Oa 1
accadimento=2007]
[anno_sviluppo=0] 747 0028 742 753 | 71417118 1 2,111 2,100 2,123
[anno_sviluppo=1] 1,626 ,0028 1,621 1,631 | 348094,388 1 5,084 5,057 5,111
[anno_sviluppo=2] 1,580 ,0028 1,574 1,585 | 327728,180 1 4,853 4,827 4,879
[anno_sviluppo=3] 1,755 0028 1,750 1,760 | 405287579 1 5783 5,752 5815
[anno_sviluppo=4] 1,041 ,0028 1,036 1,047 | 137536,831 1 2,833 2,818 2,849
[anno_sviluppo=5] 715 10029 710 721 | 61542661 1 2,045 2,034 2,057
[anno_sviluppo=6] 722 ,0030 716 727 | 59215869 1 2,058 2,046 2,070
[anno_sviluppo=7] 02 1
(Scale) 10

Dependent Variable: pij
Model: (Intercept), anno_accadimento, anno_sviluppo




In base al test d’ipotesi riportato nello stesso output verifichiamo che tutti i parametri

stimati sono significativi per questo modello.

Il software permette di visualizzare anche i residui, utili ad una valutazione della bonta
del modello. Riportiamo di seguito i grafici dei residui di Pearson standardizzati e dei
residui standardizzati di devianza. Da questi si deduce che il modello non & adatto a
descrivere al meglio i dati, in particolare le loro dispersioni. Infatti, la distribuzione dei
residui standardizzati, comunque definiti, & asintoticamente gaussiana, di media nulla e
parametro di scala pari ad 1. Per entrambi i tipi di residui perd notiamo dai rispettivi

grafici una variabilita ben maggiore.
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La medesima valutazione riguardo la bonta del modello si ottiene analizzando il

seguente output che restituisce devianza e chi-quadro delle stime.

Tali statistiche se divise per il numero di gradi di liberta nell’ottimo devono assumere

valore unitario, ma vediamo che per il nostro modello il risultato & piuttosto lontano.

Goodness of Fi?

Value df Value/df
Deviance 1467387 21 [69875,579
Scaled Deviance 1467387 21
Pearson Chi-Square 1459727 21 |69510,816
Scaled Pearson
Chi-Square 1459727 21
Log Likelihooda -733965
Akaike's Information
Criterion (AIC) 1467959
Finite Sample
Corrected AIC (Alcc) | 1467983
Bayesian Information
Criterion (BIC) 1467983
Consistent AIC (CAIC) | 1467998

Dependent Variable: pij
Model: (Intercept), anno_accadimento, anno_sviluppo

Con riferimento al nostro esempio, stimiamo per il triangolo inferiore della matrice di

run-off i seguenti sinistri incrementali e cumulati:

anno di sviluppo

0 1 2 3 4 5 6 7 R;

2000

2001

2002

2003

2004

2005

2006

anno di denuncia {accadimento)

2007

357.848 766.940 610.542 482.940 527.326 574.398 146.342 139,950 67.948

352.118 884.021 933.894 1.183.289 445,745 320.996 527.804 187.659

200.507 1.001.799 026.210 1.016.654 730.816 146.923 374.490 181.988

310.608 1.108.250 776,189 1.562.400 272.482 398.841 401.298 195.015

443.160 693.190 091.983 769.488 460.444 332387 334.414 162,512

396.132 037.083 847498 1.046.760 512.824 370,177 372.437 180,999

440.832 847.631 868.970 1.035.589 507.351 366.226 368.482 179.068

359.480 865.330 826.184 084.389 482.365 348.190 330.335 170.249




anno di sviluppo

Cy 0 1 2 3 4 5 6 7 R;
2000 357.848 1.124.788 1735330 2218270 2745596 3.310.994 3.466.336 3.606.286 67.948
2001 352118 1.236.139 2.170.033 3.353.322 3.799.067 4.120.063 4.647.867 4833320
2002 200507 1.292.306 2218525 3.235179 3.985995 4132918 4.507.408 4.689.396
2003 310608 1.418.858 2.105.047 3.757.447 4.020.929 4428770 4.830.068 5025083
2004 443160 1.136.350 2.128.333 2.8097.821 3.358.265 3.600.632 4.025.046 4.187.558
2005 306132 1.333.217 2180.715 3227475 37402990 4110476 4482932 4.663.032
2006 440,832 1.288.463 2.137.442 3.193.031 3.700.382 4.000.608 4.433.090 4.614.137
2007 350.480 1.225.010 2.051.194 3.035.783 3.518.149 3.866.330 4.216.674 4.386.023

Come di consueto calcoliamo le stime delle riserve per generazione come differenza tra

I'ammontare di risarcimenti cumulati all’'ultimo anno di sviluppo osservabile e il piu

recente valore osservato. Sommiamo infine tali stime su tutte le generazioni, ottenendo

I'importo della riserva sinistri complessiva:

anno di denuncia (accadimento)

R.
2000 67.948
2001 187.659
2002 536.478
2003 995,154
2004 1,289.737
2005 2.483.217
2006 3.325.694
2007 4027443

R 12,933,329

Notiamo quindi come la stima ottenuta con il modello di Poisson sia del tutto analoga a

guella ottenuta con il metodo Chain Ladder base, che era risultata pari a 12.933.460.
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Renshaw e Verral (1998) hanno dimostrato analiticamente che il modello di Poisson
riproduce le stime del Chain Ladder. La dimostrazione richiede anzitutto di ipotizzare
che per ciascun anno di differimento osservato il totale dei sinistri incrementali sia non

negativo:

Gli stimatori di massima verosimiglianza (I, @; e 5; consentono di stimare direttamente
il totale dei sinistri per generazione, cioé il valore dei sinistri cumulati all’ultimo anno di

differimento possibile T, come segue

S

CiT = Ci,T—i + Z exp(ﬁ + (”ii + B]) , coni = 1,2, ey T.
j=T—-i+1

Si dimostra che gli stessi stimatori C;r si possono ottenere massimizzando la funzione di
verosimiglianza condizionale subordinatamente all’assunzione fondamentale del Chain
Ladder di stazionarieta della legge di liquidazione dei sinistri rispetto all’anno di

generazione.

Per prima cosa esplicitiamo la funzione di verosimiglianza per il modello di Poisson

applicato ai sinistri cumulati C; ;.

Sotto l'ipotesi che

T
Z. .

pi,j~Poisson con E[pi,j] = % e Zyk =1
k=0Yk =3

® Abbiamo volutamente lasciato il termine yij nelle formule della dimostrazione, ad indicare I'applicabilita
del procedimento anche ad una variabile risposta diversa dall'importo dei sinistri incrementali p;;. Ad
esempio si potrebbe scegliere come variabile risposta il numero dei sinistri liquidati, anziché 'ammontare
dei risarcimenti.
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La funzione di verosimiglianza é:

T T-i

=111

i=0 j=

(Zlyj/ST i exp (_ Ly]/ST l)

dove S, = Xkto Vi

Possiamo riscrivere la L come segue:

T i Di
1_[ ZZ’T;épi'j-exp< —ZLZJ 0Yj [(YJ/ST )

i S
i=0 T-i

T T—i 1
CiT—i ij
= [{= -exp(—zi)ﬂ[,—,,-(y,-/sT_i)”’
i=0 j=0 Pij:
T CiT—i
Z; d 'eXp(_Zi) ClT i! PL]
= (y /S
Cir;! HT i J/oT— l
i=0 LEt Pij! j=0
= LpL,

con
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L’espressione della verosimiglianza condizionale L, puo anche essere scritta

L — n lT L H ij
c=| - ! (%)1)

dove con il termine q(;) ; indichiamo la probabilita che un sinistro appartenente alla

coorte i-esima sia liquidato nel corso del j-esimo anno di sviluppo. Per I'assunzione di

stazionarieta della legge di liquidazione vale

@ Sr—i Zi;fﬂ’k'

dove gq; indica la probabilita che un sinistro, indipendentemente dalla coorte di
appartenenza, sia liquidato con j anni di differimento. Questa definizione spiega il
motivo dell’ipotesi di non negativita dei risarcimenti totali per anno di sviluppo, in

quanto, altrimenti, non potremmo dare alle q; un’accezione di probabilita.

Massimizzando la funzione di verosimiglianza condizionale L. si ottengono le seguenti

stime dei risarcimenti totali per generazione:

Cir—i

1- ZJT':T—i+1 qj

Cir = , coni=1,..,T,

essendo §; lo stimatore per q;.

Per ricavare operativamente tali stime di massima verosimiglianza possiamo fare
riferimento alla tecnica ricorsiva formulata da Rosenberg (1999), che ci consente di

scrivere analiticamente le espressioni degli stimatori per q;:

Yoj tYij+ .+ Yr_j;

Ci7- Cr-
Cor + 722+
1- qj qr

q; =

_ Yojt Vit oty
CO,T + Cl,T + + CT—j,T
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La prima stima che da inizio al calcolo ricorsivo é

i cui fattori sono noti direttamente dal triangolo di run-off.

E dimostrabile che i risultati cosi ottenuti coincidono con gli stimatori di massima
verosimiglianza per la funzione di verosimiglianza condizionale L.. Abbiamo quindi
ottenuto un’espressione semplice delle stime di massima verosimiglianza per il modello

di Poisson, che ora confrontiamo con i risultati del Chain Ladder.

Per prima cosa osserviamo dalla definizione di C;r la seguente relazione tra i fattori di

sviluppo del Chain Ladder e le stime delle §;:

T
m; =
j+h+1 T A
b0 1-Yh-0 qj+h+1

da cui ricaviamo

1

= = T .
1-g;- [Th=o Mjth+1

m;

Si dimostra per induzione completa che I'espressione di m; appena ricavata equivale

alla formulazione classica del Chain Ladder®.

Infatti I'equivalenza e certamente verificata per j = T, valendo

" In base al Chain Ladder abbiamo infatti definito C;y = Ci; * [Th=§ mjsn+1 (cfr capitolo 2)

T-j
Sreo

ST
Zio Cij-1

8 . . Cij
Intendendo con formulazione classica la m; = =l
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= )
CO,T—l

che é esattamente I'espressione del fattore di sviluppo per I'ultimo anno di sviluppo
osservato in base al metodo Chain Ladder. Possiamo supporre che ciod valga anche per

j+1L,j+2,..,T.
Riformuliamo quindi

G = Yoj T yij t ot Yr—jj
g Cor +Cir—q-mp + -+ Cr_jj- [Th=o mj+h+1'

che sostituita nella relazione appena dimostrata ci da

1
YojtYajt -+Yr-jj
T
Cor+Cim—1mr++Cr—j jllp=o Mjrn+1

- :
[Mh=oMjs+n+1

Poiché si dimostra che vale

T T
Cor+Cir—g-mp+ -+ Cr_j;- | | Mjipi1 = | | Mjipir |* Cij |
h=0 h=0 i=0

semplificando la precedente si ottiene

1
YojtYajt - +Yr—jj
1 - T—j
Zizg Cij
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y
Yica Coj = (oj +y1j + ot Y1-j))

T—j
2i=o Cij .

T—j
Zi:o Ci,j—l

Nonostante il risultato delle stime sia analogo al metodo deterministico di riferimento, il
modello di Poisson pud non essere adeguato a descrivere gli importi dei risarcimenti in

base a motivazioni teoriche.

Anzitutto la teoria del rischio adotta la distribuzione di Poisson per descrivere il numero
dei sinistri e non gli importi pagati; prassi, questa, consolidata grazie ad evidenze

empiriche.

In secondo luogo, il modello si puo applicare, per natura stessa del supporto della
variabile aleatoria in questione, solo a numeri aleatori positivi. In linea teorica, pero, il
triangolo di run-off potrebbe presentare anche elementi negativi. E il caso, ad esempio,

di pagamenti a carico dei riassicuratori o di azioni di rivalsa da parte della Compagnia.

Inoltre, come abbiamo gia avuto modo di sottolineare, la varianza della distribuzione
coincide con il suo valore atteso. Spesso invece i dati evidenziano una cosiddetta sovra
dispersione, mostrando quindi I'esigenza di introdurre un parametro atto a descriverla.

Si rimanda al capitolo 4 per la descrizione di modelli di Poisson sovra dispersi.

IL MODELLO GAMMA-LOGARITMO PER LE RISERVE

Il modello Gamma & adatto a descrivere variabili risposta che, per loro natura, possono
assumere solo valori non negativi. La densita di probabilita di una variabile aleatoria

Gamma &

/
fsue) = ﬁ(ﬁ)l ’ exp (— %) 9,
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In notazione canonica della famiglia esponenziale questa pud essere riscritta come

segue:

foime) = exp{y/'u __(;hm ((p; 1>lny —%”—mr(%)}.

Il legame canonico risulta

0=ut
Applichiamo il modello nuovamente al TrianGoLo 1 che funge da esempio guida per la

nostra esposizione.
Definiamo le seguenti caratteristiche del modello:

® Variabile risposta: Y;; = p;;

e Variabili esplicative: anno di accadimento (anno_accadimento) e anno di
sviluppo (anno_sviluppo).

e Distribuzione di probabilita: Gamma

® Funzione link: Log.

e Struttura di regressione E(Yi]-) = Wij = exp(u +a;; + ﬁij), con entrambe le

variabili di tipo factor.

Scegliamo quindi di non applicare il legame canonico ma la funzione link logaritmo. La
scelta della funzione di collegamento é libera, ed in questo caso & dettata dal
comportamento dei dati osservati, che sappiamo declinare al crescere del ritardo nel

pagamento (anno di sviluppo).

Riportiamo I'output di SPSS per la base di dati di riferimento.

°Con I'(1/) siintende, in questo contesto, la funzione Gamma I'(1/¢) = f0+ooy1/""1e_ydy.
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Parameter Estimates

95% Wald Confidence 95% Wald Confidence
Interval Hypothesis Test Interval for Exp(B)
Wald

Parameter B Std. Error Lower Upper Chi-Square df Exp(B) Lower Upper
(Intercept) 11,967 4471 11,091 12,844 716,469 1 157536,7 |65586,200 | 378400,1
i’lg%;m ento=2000] -118 3363 777 541 124 1 888 460 1,717
[anno_
accadimento=2001] ,105 ,3379 -,658 ,767 ,096 1 1,110 573 2,153
[anno_
accadimento=2002] ,006 ,3388 -,658 ,670 ,000 1 1,006 518 1,954
[anno_
accadimento=2003] ,045 ,3418 -,625 ,715 ,017 1 1,046 ,535 2,044
[anno_
accadimento=2004] ,005 ,3427 -,666 677 ,000 1 1,005 514 1,968
[anno_
accadimento=2005] ,067 ,3525 -,623 ,758 ,037 1 1,070 ,536 2,135
fanno_ 099 3677 622 819 072 1 1,104 537 2,269
accadimento=2006] ’ ’ B ’ ’ ’ ’ ’
[anno_ Oa ;
accadimento=2007]
[anno_sviluppo=0] ,825 ,3363 ,166 1,484 6,019 1 2,282 1,180 4,411
[anno_sviluppo=1] 1,702 ,3362 1,043 2,361 25,632 1 5,485 2,838 10,601
[anno_sviluppo=2] 1,660 ,3393 ,995 2,325 23,931 1 5,258 2,704 10,225
[anno_sviluppo=3] 1,824 ,3451 1,147 2,500 27,933 1 6,195 3,150 12,183
[anno_sviluppo=4] 1,156 ,3438 482 1,830 11,303 1 3,177 1,619 6,233
[anno_sviluppo=5] ,828 ,3451 152 1,504 5,756 1 2,289 1,164 4,501
[anno_sviluppo=6] ,709 ,3806 -,037 1,455 3,468 1 2,032 ,963 4,284
[anno_sviluppo=7] 02 . . . 1
(Scale) ,087° ,0202 ,055 ,137

Dependent Variable: pij
Model: (Intercept), anno_accadimento, anno_sviluppo

| parametri legati all'anno di accadimento risultano essere non significativamente
diversi da zero; tale risultato in effetti € coerente con la scelta di privilegiare nel modello
I'effetto dell’anno di sviluppo, attraverso la scelta di una funzione legame non canonica.
In base alla devianza e al valore della statistica chi-quadro notiamo un’aderenza ai dati

migliore di quella ottenuta con il modello di Poisson.

Goodness of Fi?

Value df Value/df
Deviance 3,171 21
Scaled Deviance 36,521 21
Pearson Chi-Square 2,959 21
Scaled Pearson
Chi-Square 34,086 21
Log Likelihooda -483,435
Akaike's Information
Criterion (AIC) 998,870
Finite Sample
Corrected AIC (AicC) | 1027:502
Bayesian Information
Criterion (BIC) 1024,206
Consistent AIC (CAIC) | 1040,206

Dependent Variable: pij
Model: (Intercept), anno_accadimento, anno_sviluppo



Tuttavia un’indagine piu formale basata sui residui standardizzati, di Pearson e di
devianza, mostra una distribuzione dei residui ancora lontana da quella ottimale,

seppure migliorata rispetto al modello di Poisson.

Riportiamo dei seguito i grafici dei residui in base ad entrambe le definizioni.

Applichiamo quindi una struttura di regressione del tipo E(Yi]-) = exp(u +a-i+ Bj),
in cui la variabile anno di generazione & utilizzata come variabile numerica e I'anno di

sviluppo continua ad essere di tipo factor.
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Otteniamo il seguente output:

Parameter Estimates

95% Wald Confidence 95% Wald Confidence
Interval Hypothesis Test Interval for Exp(B)
Wald
Parameter B Std. Error Lower Upper Chi-Square df Exp(B) Lower Upper
(Intercept) -24,998 60,8836 -144,327 94,332 ,169 1 1,39E-011 | 2,09E-063 | 9,3E+040
[anno_sviluppo=0] ,903 ,3378 ,240 1,565 7,139 1 2,466 1,272 4,782
[anno_sviluppo=1] 1,797 ,3347 1,141 2,453 28,812 1 6,029 3,129 11,619
[anno_sviluppo=2] 1,753 ,3351 1,097 2,410 27,374 1 5,775 2,994 11,138
[anno_sviluppo=3] 1,929 ,3370 1,269 2,590 32,775 1 6,885 3,557 13,328
[anno_sviluppo=4] 1,246 ,3399 ,580 1,912 13,443 1 3,477 1,786 6,769
[anno_sviluppo=5] ,898 ,3488 ,215 1,582 6,633 1 2,456 1,240 4,865
[anno_sviluppo=6] ,865 ,3703 ,139 1,590 5,452 1 2,374 1,149 4,906
[anno_sviluppo=7] 02 . . . . . 1 . .
anno_accadimento ,018 ,0304 -,041 ,078 ,366 1 1,019 ,960 1,081
(Scale) ,091° ,0211 ,058 144

Dependent Variable: pij
Model: (Intercept), anno_sviluppo, anno_accadimento
a. Set to zero because this parameter is redundant.

b. Maximum likelihood estimate.

Malgrado applicando questa struttura di regressione anche il parametro dell’intercetta
risulti non significativamente diverso da zero, notiamo un miglioramento nei parametri

degli anni di sviluppo; infatti ora tutti i parametri di differimento risultano significativi.

In termini di devianza e chi-quadro notiamo invece un miglioramento rispetto al

modello con due variabili factor:

Goodness of Fif

Value df Value/df
Deviance 3,327 27 | @ 23
Scaled Deviance 36,546 27
Pearson Chi-Square 2,948 27
Scaled Pearson
Chi-Square 32,385 27
Log Likelihood2 -484,314
Akaike's Information
Criterion (AIC) 988,628
Finite Sample
Corrected AlC (AlcC) | 997428
Bayesian Information
Criterion (BIC) 1004,463
Consistent AIC (CAIC) | 1014,463

Dependent Variable: pij
Model: (Intercept), anno_sviluppo, anno_accadimento



Anche i grafici dei residui inducono a ritenere questo modello migliore, come si evince

dalla loro variabilita, visibilmente inferiore.

Scegliamo pertanto il secondo modello per ricavare le stime del triangolo inferiore della
matrice di run-off dei sinistri incrementali e cumulati, ottenendo i risultati che

riportiamo di seguito.
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anno di sviluppo

Py 0 1 2 3 4 5 6 7 R,
2000 357.848 766.940 610,542 482.040 527.326 574,308 146.342 130,950 67.048
rg 2001 352.118 884.021 033.894 1.183.289 445,745 320,996 527.804 174,921
:r%s 2002 290.507 1.001.799 926,219  1.016.654 750.816 146,923 321901 158,452
%)
:—:i 2003 310.608 1.108.250 776,189 1,562,400 272.482 377.051 334.692 164.749
g 2004 443,160 693.190 991,933 769.488 503.135 362.430 321.714 158.360
-
E 2005 396.132 037.085 847498 1.044.054 535.462 385,718 342,385 168.535
% 2006 440.832 847.631 914,242 1.077.039 552,379 397.903 353.202 173.860
2007 350,480 864,114 828,407 075,919 500.518 360,545 320.041 157.537

anno di sviluppo

Cy 0 1 2 3 4 5 6 7 R;
2000 357.848 1124788 1.735.330 2.218270 2745596 3.319.994 3.466.336 3.606.286 67.948
rg 2001 352.118 1.236.139 2.170.033 3.353.322 3.799.067 4.120.063 4.647.867 4.822.788
% 2002 290.507 1,292,306 2.218.525 3.235179 3.985.995 4.132.918 4454819 4.613.271
[+]
f_%. 2003 310.608 1.418.858 2.195.047 3.757.447 4.029.920 4406980 4.741.672 4.906.421
m
g 2004 443.160 1.136.350 2.128.333 2.897.821 3.400.956 3.763.386 4.085.100 4.243.461
ﬁ 2005 396.132 1.333.217 2.180.715 3.224.769 3.760.232 4.145.949 4488335 4.656.870
% 2006 440.832 1.288.463 2.202.,705 3.279.744 3.832,123 4.230.026 4.583.228 4.757.088
2007 350.480 1.223.594 2.052.001 3.027.920 3.528.437 3.B88.983 4.209.024 4.366.361

Con I'ormai nota procedura abbiamo stimato le riserve per generazione e 'ammontare
della riserva complessiva, ottenendo risultati non distanti da quelli del Chain Ladder e

del modello di Poisson (tabella delle R;).
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R;
2000 67.948
=)
T 2001 174.921
a
£
S 2002 480,353
3
LW ]
2 2003 876.492
m
N3]
S 2004 1.345.640
o
[}
2 2005 2.476.155
=
L&)
£ 2006 3.468.625
m
2007 4,007.081
R 12.897.214

Si notano infatti (erarico 3) sporadiche differenze delle stime del modello Gamma
logaritmo dai corrispondenti valori del modello deterministico e del modello di Poisson.
Nel complesso otteniamo un ammontare piu basso, sebbene la variazione rispetto al

Chain Ladder sia inferiore al 3%.

Riserve stimate a confronto

14.000.000

12.000.000

10.000.000

8.000.000

B Chain Ladder

6.000.000 M Poisson logaritmo

Gamma logaritmo

4.000.000

2.000.000

e eme

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 R

GRAFICO 3
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INTERPRETAZIONE DEL CHAIN LADDER cCOME GLM

Illustrando il modello di Poisson abbiamo visto come lo stesso conducesse alle stesse
stime del Chain Ladder e come, in buona sostanza, potesse essere interpretato come un

modello stocastico sottostante la tecnica deterministica Chain Ladder.

Vediamo ora un’altra interpretazione stocastica del modello deterministico, basata sulla

parametrizzazione di Kremer (1982).

Ricordiamo brevemente i passaggi fondamentali del metodo Chain Ladder, al fine di
riformulare la procedura di stima come un modello lineare generalizzato. Cio facilitera i
confronti dei modelli stocastici che saranno presentati nel capitolo 4, con la tecnica

deterministica di riferimento.

L'ipotesi fondamentale del modello abbiamo visto essere I'esistenza di una legge di

progressione dei sinistri cumulati C; j invariante per tutte le generazioni dei sinistri.
Pertanto, a meno di variazioni aleatorie, valgono le seguenti uguaglianze dei rapporti tra
sinistri cumulati di anni di differimento consecutivi:

Co,j Cy Cr,j

Coj—1  Cij1 Cr,j-1

Sotto tale ipotesi vengono stimati i fattori di sviluppo per la proiezione dei dati

mediante approccio link ratio, secondo la

T-j
2i=o Cij

m] = ZT_]. B .
i=0 “i,j—1

| rapporti m; individuano i parametri che descrivono la legge di progressione da una

colonna della matrice dei sinistri cumulati a quella successiva:

T-k
éi,k = Ci,j . nmj+h+1, Vl, conk =] + 1, ,T
h=0
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Di conseguenza il modello alla base di questa tecnica si puo riassumere con la seguente
E(Ci_]‘|Ci‘0, Ci,ll ey Ci,j—l) = m] . Ci,j—l!

in base alla quale si evidenziano un effetto colonna, espresso dal fattore di sviluppo m;,
e un effetto riga, rappresentato dal termine C;;_;, che costituisce la base di partenza

per la proiezione link ratio dei sinistri cumulati.

Dal momento che il metodo Chain Ladder coglie due effetti, il modello lineare proposto

guale sua reinterpretazione deve anzitutto avere due parametri.

Consideriamo i dati non cumulati p;;, piu facili da interpretare nell’ambito di un modello

di regressione. In accordo con la struttura moltiplicativa del link ratio, poniamo
E(pi;) = Ei
dove E; individua il parametro di riga e A; rappresenta il parametro di colonna.

In particolare A; rappresenta la proporzione attesa dei risarcimenti complessivi

effettuati con j anni di differimento. Pertanto deve valere ZJT-=1/1]- =1.

Il parametro di riga Z; rappresenta invece il risarcimento atteso complessivo relativo

alla generazione i-esima.

Ponendo
1/ T perj=1
[Th=a mp

erj=2
l Z:jmh pery
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si dimostra valere il seguente modello lineare per i logaritmi dei risarcimenti

incrementali:

E(Zi’j) =u + a; +ﬂ]

con

Zi,j = lnpl-‘j.

| fattori a; e f; possono quindi essere stimati come parametri di un modello lineare.

Invertendo infine la trasformazione logaritmica si ottengono le stime degli Z;:

k
E; = E(Cir) = (expa;) - (expp) - Z(eXp B;),

j=1

che, combinate con i valori A; calcolabili a partire dai fattori di sviluppo del Chain

Ladder, restituiscono i p;; tramite la
pij = E(pij) = Eily.

L'utilizzo della trasformazione logaritmica fa si che spesso in letteratura ci si riferisca a

guesto modello con la denominazione di modello log-normale.

Il modello lineare appena descritto produce esattamente le stesse stime del Chain
Ladder, essendone la riformulazione secondo la logica dei modelli lineari. Tuttavia,
applicando il modello lineare, si ha la certezza della correttezza delle stime, in quanto
guesta e una proprieta delle stime di massima verosimiglianza. Di fatto comunque non

vi & alcuna differenza tra i risultati prodotti dall’uno o dall’altro modello.
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4. MODELLI STOCASTICI

IL METODO BOOTSTRAP PER LA RISERVA SINISTRI

La tecnica Bootstrap si basa sull’estrazione ripetuta di campioni casuali con ripetizione

dai dati disponibili, finalizzata alla stima di una misura di variabilita degli stimatori.

Questo metodo € caratterizzato da grande versatilita, dal momento che puo essere
adattato a molti modelli. In particolare, nel caso dei GLM, pud essere applicato sia

direttamente alle osservazioni (Paired Bootstrap) sia ai residui (Residual Bootstrap).

Nel contesto della stima della riserva sinistri solo I'applicazione ai residui € possibile, per

via della dipendenza tra alcune osservazioni e le stime dei parametri.

Una volta ottenute le stime f, c?i,,[?]- e ¢ del generico modello adottato per i dati, la

procedura applicata al triangolo di run-off prevede i seguenti passi:

1. Si determinano le stime f1;; secondo il modello adottato in corrispondenza delle

osservazioni y;;.

2. Sicalcolanoiresidui ry; = r(yij,ﬁij).
La formulazione piu usata per r(yij,ﬁij) e quella di Pearson riP (cfr. capitolo 3)

nella versione standardizzata rf* data da

. P
pe _YiTHi 0T

" SV JI—hy
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con h;; elemento della matrice H = X(X'WX)~1X'W, dove W & una matrice

diagonale di elementi

(ool

3. Si completa il triangolo inferiore della matrice di run-off in base al modello dei
dati, ottenendo un fl;; per ogni combinazione anno di generazione-anno di

sviluppo.

4. Si esegue un campionamento casuale con ripetizione dai residui calcolati al

punto 2, ottenendo un nuovo set di residui ri(jl). Con il numero posto ad apice si

indica il numero di iterazioni svolte fino a questo passo.
5. Sicreano degli pseudo-dati yl.(jl) invertendo la ri(l.l) = r(yij,ﬁij).

6. Si stimano i parametri del modello validi per il nuovo set di pseudo dati,
ricavando, in base a questi, le nuove stime per ﬁlgjl). | risultati ottenuti a questo

punto devono essere salvati per essere utilizzati nella stima della variabilita delle

stime.

7. Siripetono i passi 4-6 per un numero B di iterazioni sufficientemente elevato.
Come per tutte le tecniche di simulazione non esiste un modo per determinare il

valore di B, che deve essere valutato di volta in volta.

| dati salvati per le B iterazioni fungono da distribuzione di probabilita prevista, dalla
quale si ricavano empiricamente le misure di variabilita desiderate. Ad esempio la
var(fi;.) e la var(f) si ricavano come media delle varianze empiriche corrispondenti

sperimentate nelle B iterazioni.
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Le stime cosi ottenute devono essere corrette attraverso il fattore correttivo
N/(N — p), essendo N il numero di osservazioni del triangolo di run-off e p il numero

dei parametri del modello lineare generalizzato scelto per i dati.

INTRODUZIONE Al MODELLI CHAIN LADDER

Si usa denominare modelli Chain Ladder quei modelli stocastici che riproducono le
stime del metodo Chain Ladder. Essi comprendono anche la formulazione di Kremer

(1982) ed il modello di Poisson che abbiamo introdotto nel capitolo 3.

La tecnica Chain Ladder & un metodo deterministico per la stima della riserva sinistri e
pertanto non esiste un modello stocastico ad essa sottostante. L'interesse a trovare
modelli stocastici che forniscano risultati analoghi risiede nella necessita di conoscere
I'errore di previsione; concetto questo, estraneo alle procedure deterministiche e

proprio invece dei metodi stocastici.

L'errore di previsione delle stime della riserva sinistri, che misura la variabilita delle
stime stesse, non ha solo una finalita statistica, ma anche un interesse attuariale
nell’ottica di un giudizio sull’eventuale necessita di costituire riserve aggiuntive

prudenti.

Un metodo stocastico per la stima della riserva sinistri prevede, dopo la scelta di una
struttura parametrica appropriata, I'accostamento di tale struttura ai dati disponibili
(nel nostro caso al triangolo superiore, noto). L’approccio tipico € quella della stima dei
parametri della struttura, vera ma incognita, con il metodo della massima

verosimiglianza.

La pratica attuariale illustra tradizionalmente i metodi deterministici a partire dai
triangoli di run-off dei sinistri cumulati, ma € solo una questione di disponibilita dei dati.
Nel seguito i modelli stocastici saranno invece illustrati in base al triangolo dei sinistri
incrementali, in quanto permette di apprezzare meglio le considerazioni riguardo la
forma delle distribuzioni. Di fatto cio e irrilevante, poiché I'obiettivo dell’introduzione di

modelli stocastici non é tanto quello di completare il triangolo, quanto piuttosto quello
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di approdare a stime della riserva sinistri analoghe ai metodi deterministici di

riferimento, siano essi Chain Ladder o sue opportune varianti.

Indichiamo, in base alla notazione adottata nei capitoli precedenti, con Dij ’ammontare
pagato dalla Compagnia per sinistri generati nell’anno i, coni = 1,..,T, pagati nel corso
del j-esimo anno di sviluppo, conj = 1,..,n—1i+ 1, senza per il momento distinguere
tra sinistri riportati, liquidati e pagati. Tale distinzione sara invece rilevante nel seguito,

a proposito della riserva per i cosiddetti sinistri IBNR.

Con C;; indichiamo il risarcimento complessivo cumulato, vale a dire dovuto per sinistri

generati nell’'anno i e pagati con un ritardo di al massimo j anni.

IL MODELLO DI POISSON SOVRADISPERSO

La variabile aleatoria di Poisson trova frequente applicazione nell’ambito della teoria del
rischio. Evidenze empiriche infatti attribuiscono al numero dei sinistri una distribuzione

di frequenza ben accostabile a tale variabile.

II' modello di Poisson semplice non si dimostra perd pienamente efficace per
modellizzare I'andamento dei risarcimenti incrementali, come abbiamo gia avuto modo

diillustrare nel capitolo 3.

Una variante alla distribuzione di Poisson semplice & la Poisson sovra dispersa,
caratterizzata da varianza proporzionale alla media. England e Verrall (2002) applicano
tale modello direttamente ai sinistri incrementali, superando alcuni limiti del modello di

Poisson classico.

Il processo si basa sull’ipotesi che i sinistri incrementali p;; si distribuiscono come

variabili aleatorie di Poisson sovradisperse con parametri:

Elpij] = wij = xiy;
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Var[pi;| = owij = exy,

dove x; rappresenta il risarcimento atteso complessivo pagato per sinistri generati

nell’esercizio i-esimo, e y; la proporzione di tale ammontare pagata nell’anno di

sviluppo j-esimo. Vale naturalmente

T
2=t
j=0

con T ultimo anno di sviluppo considerato dal triangolo; in altre parole si suppone che

tutti i sinistri siano pagati entro il T-esimo anno dalla data di accadimento.

Inoltre la forma della varianza impone automaticamente la non negativita degli y;, che
indirettamente comporta che la somma per colonna dei sinistri incrementali sia positiva
per qualunque j. Questa & certo un limite del modello, anche se i casi di risarcimenti
negativi per tutto lo sviluppo j-esimo sono nella pratica relegati a particolarissime
condizioni del portafoglio (contenziosi, anticipazione di pagamenti, sinistri da

ammortizzare).

Questa ipotesi permette di dare un’accezione di probabilita agli y;; d’altro canto & un
atteggiamento non prudente da un punto di vista attuariale, perché non si considera la

possibilita di eventuali code della liquidazione dei sinistri.
Secondo questa formulazione il valore atteso ha pertanto una struttura moltiplicativa, i
cui fattori hanno, come mostrato, una precisa interpretazione. In generale si puo

ricondurre il parametro media ad una combinazione lineare, di fatto riconducibile ad

una trasformazione logaritmica:

log(uij) =c+a;+p;.
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Considerando quindi che

* i ~Poisson(,uij)

o log(wj)=c+ai+p;=n
Se il predittore i € lineare, allora si ha un GLM.

In questo modo il modello stocastico sottostante si traduce in un modello lineare
generalizzato, pur conservando una struttura di tipo Chain Ladder, nel senso che il
contributo per riga e il contributo per colonna sono separati (sebbene non siano in

questa forma facilmente interpretabili da un punto di vista attuariale).

La sovra dispersione introdotta dal parametro ¢, che pure deve essere stimato, non
influenza la stima di x; ed y;, che risulteranno uguali a quelli ottenibili per un modello di
Poisson semplice, ma solo la stima dello standard error degli stimatori dei parametri;
infatti la forma della funzione di verosimiglianza & la stessa di quella per il modello di

Poisson semplice, e quindi lo sono anche le soluzioni del sistema di verosimiglianza.
Sia

n n—i+1

1
L(u;y; p) Z Z —(pijloguij — wij)
==

la funzione di log-verosimiglianza del modello di Poisson sovra disperso (nel seguito

ODP).

Essa e identica a quella per un modello di Poisson semplice a meno di una costante
moltiplicativa (nel nostro caso 1/¢), poiché basta dividere per il parametro (costante) di
sovra dispersione la variabile Poisson sovra dispersa per ottenere una variabile casuale

Poisson semplice:
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p[Ry] - b

Var [pi] — Var[pij] q’ﬂl} ﬂl] [pl]]
¢ ¢? ¢?

Una stima del parametro di sovra dispersione ¢ & basata sui residui di Pearson, e risulta:

n n-i+l )
?= LZ Z <Pij—Pij>
dl = = VDij

| gradi di liberta (gdl) delle stime sono pari alla differenza tra il numero delle
osservazioni ed il numero di parametri usati nel modello. Il numero delle osservazioni &
immediato: n(n + 1)/2. Il numero dei parametri, considerato che la matrice dei dati

consta di n righe ed altrettante colonne e che gli y; sono soggetti alla condizione

Yh=1Yrx =1, &paria2n — 1; pertanto gdl = n(n—3)/2 + 1.

Rispetto all'impostazione precedente England e Verral (2002) hanno proposto una
versione piu sofisticata del modello ODP che considera il parametro di scala non

costante. Vediamo le considerazioni che fanno approdare gli autori a tale conclusione.

Il metodo Chain Ladder insiste su un’interpretazione dei p;; come risultato della
combinazione di un effetto riga espressivo della generazione di sinistri e di un effetto
colonna espressivo del ritardo del pagamento. Secondo I'approccio collettivo della

teoria del rischio, possiamo invece intendere p;; come la somma di tutti i singoli

pagamenti:

k
pij = in(j)

k=1
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dove con N;; si indica il numero aleatorio di pagamenti individuali riferiti a sinistri
generati nell’anno i e pagati nel j-esimo anno di sviluppo, e con Xi(].) I'ammontare del

singolo pagamento, cioé il costo del sinistro k-esimo.

Dalla teoria del rischio sono inoltre note le relazioni che legano i momenti delle

grandezze aleatorie di interesse, ed in particolare:
E[p;] = E[Ny]E[Xy]
Var|py| = E[Ny|Var[X;] + Var[N;](E[x,])".

R . . . k . .

E necessario a questo punto formulare alcune ipotesi su N;; e Xi(j) al fine di mostrare
la relazione esistente tra media e varianza di p;;. Questa conoscenza & cruciale, come
gia visto, al momento di stabilire quale sia la variabile aleatoria pil adatta a descriverne

I’'andamento.

Il problema & stato ampiamente discusso nell’ambito della teoria del rischio, al cui
proposito la letteratura frequentemente ipotizza per N;; un modello ODP, e per gli XL.(}{)

una distribuzione Gamma.
Ne consegue che la varianza del numero aleatorio di sinistri & proporzionale alla media,
Var|N;;| = YE[N;],
e che la varianza del costo sinistri € proporzionale al quadrato della media,
var[Xy] = v(E[xy])"

Possiamo quindi riscrivere I'espressione della varianza dei pagamenti complessivi dei

sinistri alla luce delle espressioni appena ricavate:
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Var[py;] = E[N[Var[x,] + Var[Ny]|(E[x,])”
= E[NyJu(E[xy])" +wE[Ny](E[xy])’
= [E[x,/] + WIE[N]E[X,]
= ¢yE[py]-

Si dimostra quindi che sotto opportune ipotesi la varianza del carico sinistri e
effettivamente proporzionale alla media, come in una variabile di Poisson sovra
dispersa. Il fattore di proporzionalita pero ha una differenza sostanziale con quello del

modello ODP, in quanto tale fattore dipende dai e daj.

Ora, e ragionevole ritenere che tale fattore in realta non cambi al crescere di i; cio
equivale ad ipotizzare che di anno in anno le caratteristiche del business non cambiano.
In effetti per validare questa assunzione & necessario anche che le politiche di
liguidazione della Compagnia non subiscano un radicale cambiamento tale da
modificare, da un esercizio all’altro, il comportamento del carico sinistri. D’altro canto
guesto parametro variera sicuramente al crescere di j, perché all’laumentare dell’anno
di sviluppo, e quindi al crescere del ritardo di pagamento del sinistro, non & legittimo

assumere lo stesso comportamento della variabilita.
Queste considerazioni ci portano a modificare I'espressione della varianza con
Var[p,] = ¢;E[p;;]-
Dal momento che il parametro di sovra dispersione non e pil lo stesso per tutto il
triangolo dei sinistri incrementali, si rende necessario un procedimento di stima basato

sull’iterazione della massimizzazione della funzione di verosimiglianza. A riguardo

facciamo riferimento a Verral (2008).
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L'espressione della log-verosimiglianza & analoga a quella gia vista per il modello ODP,

con la variante del parametro di sovra dispersione:

n n—i+l

1
L3 y; ) °<Z Z — (pijloguij — wij),
= = 9

da cui si ricavano le stime dei parametri y;; ponendo inizialmente ¢; = 1; il sistema

delle condizioni di prim’ordine si semplifica in:

Inizialmente quindi si risolve il sistema di massima verosimiglianza del tutto analogo a
quello del modello di Poisson semplice, avendo posto ¢; = 1 Vj . Ottenute cosi una
prima stima dei parametri del predittore, si procede alla stima del set di parametri di

sovra dispersione, utilizzando ad esempio i residui di Pearson.

A questo punto i @; vengono sostituiti nella funzione di log-verosimiglianza dalla cui
massimizzazione si ottengono nuove stime dei parametri del predittore. Si affronta
quindi di nuovo la stima dei parametri di sovra dispersione in base allo stesso approccio

utilizzato al passo precedente.
Applichiamo questa versione del modello ODP al nostro TrianGoLo 1 (cfr capitolo2).

Abbiamo di fatto gia svolto il primo passo nel contesto del modello Poisson-logaritmo
(cap.3), percio sulla base di quelle stime del predittore, siamo in grado di calcolare i

residui di Pearson e ottenere da essi un primo set di stimatori dei parametri di sovra

dispersione (pj(.l) che riportiamo di seguito.

anno di sviluppo

#i ‘ 0 1 2 3 4 5 6 7

e

\;i‘,-‘: ‘ 15123,82 9268,08  18748,13 8501463 102089,20 21838208 12162208 121622,08
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Utilizziamo queste stime come variabile di scala per stimare nuovamente i parametri del
predittore. Riportiamo un estratto dell’output di SPSS dal quale notiamo un immediato

miglioramento in termini di adattamento ai dati del modello.

Tralasciamo di riportare tutti i risultati intermedi che riassumiamo brevemente a parole:
le stime dei parametri non cambiano, perché infatti I'introduzione di parametri di
dispersione non modifica le equazioni del sistema di verosimiglianza. Tuttavia cambiano
gli intervalli di confidenza per gli stimatori. Inoltre alcuni parametri risultano non

significativi.

Gli indicatori sintetici di accettabilita del modello mostrano valori gia molto vicini a

quelli teorici:

Goodness of Fif

Value df Value/df
Deviance 6E+010 21 3E+009
Scaled Deviance 20,331 21
Pearson Chi-Square 6E+010 21 3E+009
Scaled Pearson
Chi-Square 21,000 21
Log Likelihooda -3E+010
Akaike's Information
Criterion (AIC) 6E+010
Finite Sample
Corrected AIC (AlcC) | BE+010
Bayesian Information
Criterion (BIC) 6E+010
Consistent AIC (CAIC) 6E+010

Dependent Variable: pij
Model: (Intercept), anno_accadimento, anno_sviluppo

a. The full log likelihood function is displayed and used
in computing information criteria.

b. Information criteria are in small-is-better form.

Applichiamo lo stesso procedimento per tre iterazioni, ottenendo le seguenti stime dei

parametri di sovra dispersione.
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anno di sviluppo

# 0 1 2 3 4 5 6 7
;ﬁ_,-m 15123,82 026808 1874813 8501463 10208929 21838208 121622,08 12162208
;5},1’2} 17602,70 735844 2270249 8412056 202812,72 223130,53 14404709 144047,00
95}.1’3} 19687,25 811371  25398,18 8304802 180309,00 22125478 17671728 176717.28
;sJW 1917730 8164,03  24180,16 B3668,51 166692,80 221718,63 178184,37 178184,37

Decidiamo di arrestare al quarto passo il procedimento iterativo, perché il confronto

grafico degli stimatori @; ai differenti stadi mostra di fatto la convergenza delle stime.

Notiamo infatti un solo caso in cui le stime al quarto passo sono sensibilmente diverse

da quelle ottenute al terzo.

Si tratta degli stimatori per il quinto anno di sviluppo, come evidenziato nel grafico che

segue.
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GRAFICO 4
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L'iterazione delle stime deve essere perseguita fino alla convergenza, ma nella pratica
questo non & un risultato facile da ottenere. Generalmente quindi si sceglie di
interrompere il loop ad un fissato numero di iterazioni, anche basso, accontentandosi di

stime non perfettamente convergenti.

Pertanto puo rendersi necessario un livellamento, per cosi dire, manuale: i f;; stimati
vengono accostati alle corrispondenti stime del Chain Ladder e tenuti fissi mentre si
procede ad un’ulteriore stima (23]-* dei parametri di sovra dispersione attraverso i
residui. Dal confronto grafico tra i ; ottenuti con il procedimento iterativo e i (ﬁj*, e
immediato individuare quali stime si collocano “fuori dal coro”. Esse verranno dunque

aggiustate in ragione del trend individuabile sul grafico.

Non ¢ raro infatti che alcuni @; siano particolarmente distanti dai corrispondenti g?)]-* e
dalla linea di tendenza delle altre stime. Tuttavia, trattandosi di dati aggregati per

generazioni, non & possibile stabilire il motivo dell’anomalia di tali stime.

Con riferimento al nostro esempio, notiamo senza sorpresa che tali valori critici si
riscontrano proprio in corrispondenza del quinto anno di sviluppo, dove le stime
presentano la maggiore difficolta a convergere. Purtroppo perd non siamo in grado di

individuare le cause di tale discontinuita.

GRAFICO 5
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Un’ulteriore possibilita di aggiustamento dei @; & dato dall'impiego della tecnica
bootstrap, tramite la quale & possibile simulare la distribuzione di tali stimatori ed il

relativo standard error.

IL MODELLO BINOMIALE NEGATIVO E L’APPROSSIMAZIONE NORMALE

La stessa logica della sovra dispersione vista per il modello ODP ispira il modello
binomiale negativo per i sinistri incrementali. Si ipotizza che essi si distribuiscano come
una variabile binomiale negativa la cui varianza & accresciuta in ragione di un fattore
moltiplicativo. Per coerenza con quanto commentato a proposito dei modelli di Poisson

ed ODP indichiamo questo parametro di sovra dispersione con il simbolo ¢.

Verral (2000) ha illustrato questo modello legando i parametri della binomiale negativa

al triangolo dei sinistri incrementali p;; e ai fattori di sviluppo m; calcolabili con la

tecnica Chain Ladder.

i risarcimenti incrementali p;; si ipotizzano distribuiti come una binomiale negativa di

media e varianza:

E(pi;) = (mj —1)Cyj4

Var(Pij) = gomj(mj - 1)Ci,i—1

Va notato che m; > 1, per via del termine (mj —1) che compare nella varianza.
Sapendo che gli m; sono i fattori di sviluppo del Chain Ladder, questa condizione
equivale ad imporre che i totali per colonna dei sinistri incrementali siano sempre

positivi, che & esattamente una delle condizioni del modello ODP.

Cio non sorprende, in quanto il modello binomiale negativo e stato originalmente

ricavato da Verral (2000) proprio come forma ricorsiva del modello ODP.
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In effetti & piuttosto intuitivo pensare a strutture ricorsive quando si fa riferimento ai

sinistri cumulati, in quanto per definizione vale che
Cij = Cij—1 + pij

e C;j—1 € un ammontare noto per tutti gli j <T —1i (in altre parole per tutte le

osservazioni del triangolo superiore della matrice di run-off)

Sempre Verral (2000) ha dimostrato che il modello ricorsivo riconducibile alla binomiale
negativa riproduce le stime della riserva sinistri ottenibili con la tecnica Chain Ladder,
come del resto il modello ODP.

Possiede pero il vantaggio, rispetto a quest’ultimo, di un numero molto minore di
parametri da stimare. Infatti, anziché considerare sia parametri di riga sia parametri
colonna, questo approccio prevede la stima di soli parametri colonna (m;) dal momento

che i Cy;_4 sononoti Vj=1,..,T —i+ 1. Il numero dei parametri da stimare risulta

pertanto T — 1, anziché i 2T — 1 parametri del modello ODP.
Per riscrivere il modello nella forma di GLM, consideriamo il valore atteso
E(pij) = wj = (m; = 1)Cyja
utilizzando la trasformazione logaritmica. Otteniamo
ln(yij) = ln(mj — 1) + ln(Ci’j_l).
Ponendo

ln(mj - 1) =c+aj4
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possiamo riscrivere

ln(uu) =c+ aj—l + ln(Ci,j_l),

che individua un GLM con funzione link logaritmica e struttura probabilistica binomiale

negativa.

Anche in questo caso di norma si utilizza il criterio di stima della massima

verosimiglianza, dove la funzione di log-verosimiglianza assume la seguente forma:

e T—i+1 1
L(m;y; @) < _Z Z —Cij1 log(mj) + pijlog (1 - _)
v j=1 m

Il modello appena descritto ha un limite in comune con il modello ODP da cui deriva, ed
e quello della condizione sulla non negativita dei totali per colonna degli incrementi. Nel

caso del modello binomiale negativo tale limitazione & espressa da m; = 1.

Per superare questo limite & necessario ricorrere ad una distribuzione il cui supporto
non sia limitato a valori non negativi. Una variabile aleatoria che si presta allo scopo e
certamente la Normale, anche se evidenze empiriche tendono a rifiutare l'ipotesi di

distribuzioni dei sinistri simmetriche.

L'utilizzo della Normale & certamente un’approssimazione, resa piu efficace da
un’opportuna scelta della forma dei parametri. Per quanto riguarda la media si adotta la
stessa forma del modello binomiale, mentre per la varianza occorre una scelta
ragionata. Anzitutto la varianza dovra essere proporzionale a C;;_4, in accordo con il
modello binomiale negativo; inoltre deve prevedere un parametro di dispersione e
contemporaneamente dipendere dall’anno di sviluppo j, senza perd essere influenzata
dai m;. Unendo queste ultime due esigenze si giunge alla scelta di includere un

parametro di dispersione in funzione dell’anno di sviluppo, che indichiamo con ¢;.

102



Media e varianza risulteranno quindi:

® nel caso sivoglia descrivere i sinistri incrementali p; ;

E(pij) = (mj = 1)Cyj1

var(p;;) = ¢;Cij—

® nel caso invece si voglia applicare il modello ai sinistri cumulati p; ;

E(Cyj) = miCyj_

var(Cij) = (iji,j—l'

Valgono le stesse considerazioni sulla ricorsivita del modello formulate per la binomiale

negativa, in quanto C; j_; sono valori noti dalle osservazioni.

LA CURVA DI HOERL E IL MODELLO DI WRIGHT

Com’é noto il metodo Chain Ladder stima un coefficiente di proporzionalita per ogni
anno di sviluppo ed essenzialmente ciascuno di tali fattori viene trattato
indipendentemente dagli altrii Una soluzione comune a questa elevata
parametrizzazione consiste nell’individuare una curva da accostare ai coefficienti di
proporzionalita, la cui forma generalmente & rapidamente crescente fino ad un
massimo e poi decrescente esponenzialmente. La funzione Gamma si presta, per il suo

andamento, allo scopo.

Un approccio di questo tipo, detto curva di Hoerl, & in effetti molto lontano da quello
della tecnica Chain Ladder, in quanto formula un’ipotesi, appunto quella della forma di
una Gamma, a riguardo dell’evoluzione del numero di sinistri per anno di sviluppo. Al
contrario, l'unica assunzione richiesta dal metodo Chain Ladder & che |’evoluzione del

pagamento dei sinistri non cambi in funzione dell’anno di generazione.
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Per il modello ODP, per il quale la funzione link & di tipo logaritmico, la curva di Hoerl si

ottiene ponendo il predittore lineare paria:

nij = ¢+ a; + Bjlog(j) +vij.

L’anno di sviluppo j compare come covariata continua, a differenza che nel contesto
Chain Ladder nel quale il predittore lineare fornisce un parametro per ogni j, con il
vantaggio di poter ottenere parametri validi anche al di fuori dell’intervallo di sviluppo
dei dati osservati. In particolare questa proprieta € apprezzata nel caso in cui si desideri

stimare parametri associati ad effetti posti sulla coda destra della distribuzione.

In realta & assai raro che la curva di Hoerl si accosti in modo soddisfacente per tutti gli
anni di sviluppo considerati; tuttavia si verifica un notevole miglioramento lasciando
liberi i primi anni di sviluppo e adattando la curva parametrica ai soli anni che seguono il

punto di massimo.

Il modello di Wright , con riferimento al modello di teoria del rischio illustrato sopra,
modellizza il numero aleatorio di sinistri con una Poisson semplice (ponendosi quindi nel

caso particolare in cui ¢ = 1) tale che:

E[Nl]] = e]a]k]]AJeXp(—b]]),

in cui kj A; bj sono costanti da stimare, mentre e; ed a; hanno un significato attuariale
preciso; e esprime infatti una misura dell’esposizione, mente a; € un termine correttivo

noto, i cui valori sono determinati dall’autore sulla base di considerazioni tecniche.

Il costo sinistri & invece descritto da una distribuzione Gamma tale che:

E[X;;] = exp(6t)kd?,

dove k e A sono costanti non note, mentre il termine exp(6t) vuole essere espressivo

della possibile inflazione sinistri, che infatti dipende dall’anno di calendariot =i+ j e
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dal tasso di inflazione sinistri stimato &. Con d si indica invece il ritardo (delay) nel

pagamento del sinistro; ritardo che assumera i seguenti valori:

0,5 j=1
-1 j>1

d =
per tenere conto del convenzionale ritardo di sei mesi, riportato qualora il pagamento

avvenga gia nel primo anno di sviluppo.

Il valore di A, essendo funzione potenza, incide sulla forma della curva di incidenza del
ritardo, vale a dire sul modo in cui il ritardo nel pagamento accresce 'ammontare medio

del pagamento stesso. Essa rappresenta quindi il peso dell’inflazione sul costo medio.

—2=0

—_— (<A1

—>1

GRAFICO 6
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Dalla combinazione di numero medio e costo medio sinistri ed in base alle relazioni note

dalla teoria del rischio

Elpij] = E[N;]E[X;]

Var[py] = E[Ny|Var[x,] + var[Ny] (E[xy])’,
le espressioni di media e varianza dei sinistri incrementali p;; risultano

E[pij] =W = ejajkjjAJ'exp(—bjj) exp(61:)kd’1

_ i
Var[pij] = (1+ v) kd” exp(6t) E[pi]-],
che, con un’opportuna riparametrizzazione, permettono di impostare il problema come
un modello lineare generalizzato. A questo scopo seguiamo I'impostazione di Renshaw

(1994), in base alla quale si riformula

E[pij] = exp(uij + ¢+ a; + bjlog(d) +y;d + 61:)

Var[pi;] = ¢ij E[pij] = @ij wij,
dove i ¢;; sono gli ormai familiari parametri di scala del modello ODP.

Il modello lineare generalizzato per la variabile risposta p;; utilizza una funzione legame

logaritmica:

log (E[pi;]) = nyj.
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dove il predittore lineare &
T]l']' = ui]- +c+ a; + b] lOg(d) + ]/ld + §t.

Tralasciando i termini u;;, che rappresentano piccole correzioni tecniche note, e il
termine facoltativo 6t, espressivo dell'inflazione, si ritrova la curva di Hoerl. La
differenza sta nel fatto che questo modello considera per variabile risposta
direttamente i sinistri incrementali, anziché una loro trasformazione (logaritmica nel

caso della curva di Hoerl).

A riguardo dell'interpretazione dei parametri in una logica Chain Ladder, & utile

riformulare:

Elpi;] = ejajk;j*exp(—b;j) exp(5t)kd*
da cui:

In (E[p;;]) =In(e;) +In (q;) + 6t +In (k) + In (k) + (2 + q;) In(d) — b;d
dove:

¢ In (k) +In (k;) & I'effetto dell’anno di generazione (contributo di riga);
° (A + a]-) In(d) — bjd rappresenta la forma dell’andamento dell’estinzione dei

sinistri.

Se si utilizzano invece dati gia corretti dell’inflazione, il modello GLM per la media risulta

semplificato come segue:

ln(E[pij]) = ln(aj) + u+ a; + ByiIn(d) — Byid

e il modello per la varianza risulta ancora del tipo

Var[pi;] = @i E[py],
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con
In(gy;) = 6t +In(k( + ) + Aln (d).

Dal punto di vista applicativo si tratta di considerare I'anno di origine come variabile di

tipo factor e I'anno di differimento come variabile numerica.

Le variabili esplicative del modello saranno I'anno di origine e anno di differimento,

come di consueto, con I'aggiunta dei logaritmi dell’anno di differimento.

IL MODELLO DI MACK

Mack (1993) ha proposto un modello in cui non si formula un’ipotesi sulla forma della
distribuzione dei sinistri incrementali o cumulati, ma si specificano solo i primi due

momenti dei sinistri cumulati C;;.

A tale proposito 'autore pone
E[Cij|Cior ) Cijo1] = A Cijs

da cui € immediato dedurre

E[Cir|Cior s Cir—i] = Cijor | | Ar—n-

Attraverso I'espressione della media condizionata si vuole sottolineare il fatto che nei
problemi di stima della riserva sinistri i dati osservati fino al momento della valutazione

sono parte della grandezza oggetto di stima, ovvero C;;.
Il secondo momento & posto pari a
_ 2
var|C;;|Cig, -, Cyj—1] = 0f Cija,

dovei sz sono parametri da stimare per ciascunj =0, ... ,T — 1.
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A riguardo delle stime dei parametri del modello, & immediato cogliere che ponendo le
stime i]- pari ai fattori di sviluppo m; del Chain Ladder, la formula per la

E[CL-’T|CL-’0, e Ci_T_L-] si riduce all’algoritmo Chain Ladder.

Uno stimatore non distorto per i parametri crjz e stata individuata in

T—

- 2
~2 i,j+1 ~ .
O-j T — ]_1 Z Cl]( ij _m]> ) COH]—O,l,__.,T—l’

i=0

Quest’ultima é facilmente interpretabile come media pesata dei residui, dove i pesi
sono gli importi cumulati dei sinistri C; j, corretta tramite un fattore moltiplicativo pari
al reciproco del numero dei residui. Si nota I'assenza di correzioni dovute al numero dei

parametri.

Per j = T il discorso e diverso: se ipotizziamo infatti che T sia effettivamente il numero
massimo di anni di differimento ammissibile per il portafoglio in esame, implicando
quindi che entro T anni dall’entrata nella collettivita (accadimento o denuncia, a
seconda del database disponibile) tutti i sinistri siano liquidati, allora possiamo porre

62 = 0.

Se al contrario sono ammesse code nella distribuzione dei sinistri cumulati, allora una

soluzione comune ¢ quella di porre

~4
ol
A2 . T-1, _ . A2 A2
67 = min | ——; min(67_4; 67_,) |-
Or-2

Un’ulteriore assunzione e che i vettori riga della matrice di run-off siano indipendenti,
vale a dire la legge di smontamento dei sinistri non dipende dalla coorte di
appartenenza; ricordiamo come questa ipotesi sia alla base anche del metodo Chain

Ladder.
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Questo modello e definito distribution-free, nel senso che non si richiede di specificare a
priori la forma della distribuzione sottostante i dati osservati. Ci0 puod essere
considerato senz’altro un pregio del modello, perché non impone la restrizione
derivante dalle aspettative dell’attuario. Al tempo stesso perd & un limite, nella misura
in cui la stima é ridotta ai soli primi due momenti. Infatti, in assenza di una distribuzione
teorica, tali stime non sono in grado di dare informazioni sulla forma vera e propria

della distribuzione, quali ad esempio asimmetria e curtosi.

Anche questo modello & ritenuto una versione stocastica del Chain Ladder,
riproducendo stime per i C;; analoghe. Come si puo notare media e varianza hanno
formulazione molto simile a quelle dell’approssimazione normale per il modello
binomiale negativo. Tuttavia Mack e Venter (2000), nell’ambito del dibattito riguardo al
considerare il modello ODP un caso particolare di questo approccio o meno, hanno

sottolineato alcune differenze tra i due modelli, ritenute sostanziali.

Tra queste, in primo luogo si fa notare che il modello distribution-free di Mack richiede
la stima di un numero inferiore di parametri, pari a T — 1, rispetto al modello ODP, che

invece implica 2T — 1 parametri da stimare.

Inoltre il modello di Mack richiede la sola assunzione di indipendenza della legge di
smontamento dei sinistri dalla coorte di appartenenza, a differenza del modello ODP in
cui si deve anche assumere che i sinistri incrementali totali per anno di accadimento

siano non negativi.
Sebbene entrambi i metodi riproducano gli stessi stimatori del Chain Ladder, le

differenze tra i due sono tali da determinare un’espressione dell’errore di previsione

diversa, come vedremo nel paragrafo seguente.
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L’ERRORE DI PREVISIONE

L'utilizzo di modelli stocastici nei problemi di stima della riserva sinistri ha lo scopo di
formulare delle previsioni sui risarcimenti futuri a partire dai dati osservati, come
abbiamo avuto modo di illustrare nel corso di questo capitolo e del precedente.
Individuare un modello stocastico sottostante i dati osservati permette, a differenza dei
metodi deterministici, di quantificare I'incertezza delle stime, calcolando il cosiddetto

errore di previsione.

E proprio questa possibilita ad indurre alla ricerca di appropriati modelli stocastici, e che
spiega il motivo che rende auspicabile modelli aleatori in grado di riprodurre le stime
del metodo deterministico di differimento, ovvero il Chain Ladder. Cio infatti dimostra
qguanto l'attenzione non sia posta sulle stime in sé, le quali d’altro canto possono essere
calcolate deterministicamente nella maggior parte dei casi, quanto piuttosto sulla

misura dell’incertezza di tali stime.
Di volta in volta abbiamo usato il valore atteso come stimatore della variabile di
interesse  (sinistri  incrementali, sinistri cumulati o numero di sinistri

denunciati/generati). Si definisce errore di previsione la radice dell’errore quadratico

medio di previsione, che per la generica variabile aleatoria y &

- R 2
Ely - 941 = E[( - EvD - 3 - ElyD)’].
Sostituendo E[y] ad E[y] nel secondo addendo e svolgendo il quadrato riscriviamo

El(y -9~ E(y —ElyD*+EQ - ElyD* - 2E(y - ElyD(® — EYD.

Infine, assumendo che le osservazioni future della variabile y siano indipendenti da

quelle passate possiamo semplificare I'ultimo addendo, trovando cosi

E[(y =91 ~E(y - ElyD* + E(G — E[yD*.
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Riassumiamo quindi la misura di variabilita della previsione come somma di due
componenti: la prima, E(y —E[y])?, & la varianza della y, mentre la seconda,

E(® — E[y])?, & la varianza delle stime.

Talvolta si fa riferimento a quanto abbiamo appena descritto con il termine di standard
error, anche se propriamente quest’ultimo indica la radice quadrata della varianza delle
stime. In realta la definizione di errore di previsione presentata sopra, includendo la
variabilita presente nei dati iniziali, & pil completa, in quanto mostra come l'incertezza
della previsione sia influenzata anche dal comportamento delle osservazioni che

costituiscono la base di dati.

L’errore di previsione per le singole unita statistiche & quindi dato da

JE [(yi,- - ﬁij)z] ~ JE(Yij — E[yy])" +E(ay — E[ay])" =

= \/var(yij) + var(f;)-

Puo risultare interessante conoscere anche le grandezze aggregate di tali errori,
tipicamente per anno di generazione o sulla totalita della collettivita di riferimento.

Definiamo le prime

VEI(i. — 0.)?] = Jvar(y;.) + var(i;.),

e le seconde

JEIG. — a1 ~ Jvar(y) + var(a),
indicando con il simbolo - il totale delle unita interessate.

Ripercorriamo ora alcuni modelli stocastici finora presentati, esplicitando per ciascuno

I‘espressione dell’errore di previsione.
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1. Modello ODP
Consideriamo il modello di Poisson sovra disperso con parametro di scala ¢ costante

per ogni i e per ogni j . Si pud naturalmente estendere quanto segue anche alla variante

che prevede diversi @; al variare dell’anno di sviluppo. Abbiamo definito il modello con

la struttura di un GLM, in cui

log(/,tij) =c+a; + ﬁj.

Sappiamo inoltre valere

E[Pij] = Uij

Var[Pij] = QU;j-

L’errore di previsione con riferimento all’ i -esimo anno di generazione ed al j-esimo

anno di sviluppo é dato da

e.p.(Dij)opp = \/E [(Pij - ﬁij)z] ~ \/Var[Pij] + var[py;],
di cui il primo termine & pari a @u;; per la definizione del modello stesso.
Il secondo addendo si dimostra equivalere invece a
var[py;] = (p)” - var{i],
il cui ultimo termine, var[ﬁij], e solitamente selezionabile dall’output del software

statistico utilizzato per la stima dei modelli. Ad esempio SPSS riconsegna lo scarto

guadratico medio.
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Facendo riferimento al nostro TrianGoLo 1, stimiamo anzitutto i parametri del modello con

SPSS. Nel set di parametri oggetto di stima includiamo anche il parametro di dispersione

@, di cui leggiamo la stima all’ultima riga della tabella di output che segue.

Attraverso le stime cosi ottenute calcoliamo i valori del predittore lineare e di

conseguenza le stime p;; del modello. Sappiamo che quest’ultime conducono a valori

stimati per la riserva sinistri

analoghi a quelli del Chain Ladder, per le proprieta del

modello.
Parameter Estimates
95% Wald Confidence 95% Wald Confidence
Interval Hypothesis Test Interval for Exp(B)
Wald

Parameter B Std. Error Lower Upper Chi-Square df Sig. Exp(B) Lower Upper
(Intercept) 12,045 ,8585 10,362 13,728 196,841 1 ,000 | 170249,1 |31645,508 | 915920,1
Laclr;%;m onto=2000] -196 4903 1,157 765 160 1 689 822 314 2,149
[anno_
accadimento=2001] ,097 ,4851 -,853 1,048 ,040 1 ,841 1,102 426 2,852
[anno_
accadimento=2002] 067 14862 -886 1,020 019 1 891 1,069 412 2772
[anno_
accadimento=2003] 136 4860 -817 1,088 078 1 780 1,145 442 2,969
[anno_
accadimento=2004] -047 4921 -1,011 918 ,009 1 925 ,955 364 2,504
[anno_
accadimento=2005] 061 A979 -915 1,037 015 1 1902 1,063 401 2,821
fanno_ 051 5160 961 1,062 010 1 922 1,052 383 2,892
accadimento=2006] ’ E o ’ ’ ’ ’ k !
[anno_ Oa 1
accadimento=2007]
[anno_sviluppo=0] 747 , 7374 -,698 2,193 1,027 1 311 2,111 ,498 8,958
[anno_sviluppo=1] 1,626 ,7266 ,202 3,050 5,008 1 ,025 5,084 1,224 21,121
[anno_sviluppo=2] 1,580 ,7275 ,154 3,005 4,715 1 ,030 4,853 1,166 20,193
[anno_sviluppo=3] 1,755 ,7268 ,330 3,179 5,831 1 ,016 5,783 1,392 24,034
[anno_sviluppo=4] 1,041 ,7404 -,410 2,493 1,979 1 ,160 2,833 ,664 12,092
[anno_sviluppo=5] ;715 ,7604 -, 775 2,206 ,885 1 ,347 2,045 ,461 9,078
[anno_sviluppo=6] ;722 ,7818 -,811 2,254 ,852 1 ,356 2,058 ,445 9,526
[anno_sviluppo=7] 02 1
(Scale) 69510,816°

Dependent Variable: pij

Model: (Intercept), anno_accadimento, anno_sviluppo
a. Set to zero because this parameter is redundant.

b. Computed based on the Pearson chi-square.

Sulla base delle formule illustrate sopra siamo in grado di determinare gli errori di

previsione per le singole unita statistiche, che per comodita raccogliamo nella seguente

matrice.
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anno di sviluppo

anno di sviluppo

E-P-@u}onp 0 1 2 3 4 5 6 7
2000 357.848  766.040 610542 482040 527.326 574308 146342 130850
o
= 2001 352118 884.021 033.894 1.183.280 445745 320996 527.804
L)
£
E 2002 200,507 1.001.799 0926219 1016654 750816 146.923
(%)
L]
2 2003 310.608 1.108.250 776180 1562.400 272.482
1]
T
= 2004 443160 693100 001983  760.488
—
LK)
E 2005 3096132  037.085 8947.498
[
£ 2006 440832 847.631
m
2007 350.480
Errori di previsone ODP
.-/:4 - .
.-/ - —
_— - ) —_—
1.600.000 + —
[ _— T T
1400000 + —
T o — = 1.400.000 -
g g e S
1200000 + _ 1.600.000
1.000.000 ~ 4 _ = 1.200.000 -
200.000 L _— 1.400.000
' =y~ N = 1.000.000 -
600.000 1.200.000
400.000 2007 m 800.000 -
2005 1.000.000
200.000 2004 = 600.000 -
- 2003 800.000
= 400.000 -
600.000

GRAFICO 7




Inoltre calcoliamo anche gli errori di previsione aggregati per generazione e per l'intera

collettivita riportati sotto.

ODF Ri errore di previsione % Ri
2000 67.9438,00 -
2001 | 187.633,18 568.398,65 303%
2002 | 556.467.14 5335.087,41 Q6%
2003 | 995.186.12 5335.087,41 3404
2004 | 1.289.763.562 520.267.00 410
2005 | 2.483.2468,78 448.800,43 1804
2006 | 3.325.723.84 209.,269,30 0%
2007 | 4.027471.38 158.075,13 404
R 12.033.460,21 1.320.762,80 1004

In termini percentuali notiamo un’elevata incertezza a riguardo delle riserve sinistri
stimate, specialmente per gli anni di generazione meno recenti, in corrispondenza dei
quali F'ammontare delle riserve & pil basso. Nonostante per i primi anni di generazione
le previsioni siano svolte su un numero maggiore di unita statistiche, data la forma
triangolare della base dei dati, si riscontra una variabilita elevata degli scostamenti delle

stime dai corrispondenti valori osservati .

2. Modello Binomiale Negativo

Utilizziamo la formulazione del modello in forma di GLM per eseguire anzitutto le stime

dei parametri. Consideriamo pertanto

ln(,uU) =c+ 0_’]'_1 + ln(Ci,j_l),
con

ln(mj - 1) =c+a_4
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