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Abstract

Die vorliegende Arbeit beschreibt die Entwicklung des Reservierungsverfahrens �Bavarian

Additiv�. Dieses stellt eine Erweiterung des klassischen Verfahren der anfalljahresunab-

hängigen Schadenquotenzuwächse (auch additives Reservierungsverfahren genannt) um

den Zusammenhang zwischen Paid und Incurred dar. Der Name für das Verfahren wurde

in Anlehnung daran gewählt, dass die Arbeit in Kooperation mit der Versicherungskam-

mer Bayern verfasst wurde.

Bavarian Additiv hat das Ziel, die Lücke zwischen Schadenzahlungs- und Schadenauf-

wandsreserveschätzung bei Anwendung des klassischen Additiven Verfahrens zu verrin-

gern. Es soll das Gegenstück zum bereits bekannten Munich Chain Ladder Verfahren

von Mack darstellen, welches das Problem der Lücke zwischen Schadenzahlungs- und

Schadenaufwandsprojektion beim klassischen Chain Ladder Verfahren behandelt.

Im Hauptteil der Arbeit wird zunächst das Theoriemodell des Verfahrens vorgestellt.

Am Anfang steht ein verallgemeinerter Modellansatz, in welchem die Modellannahmen

de�niert und konkrete Schätzer hergeleitet werden. Der verallgemeinerte Ansatz wird

im Folgendem weiter konkretisiert, indem mehrere verschiedene explizite Modellansätze

vorgestellt und diskutiert werden. Im Anschluss wird einer der Modellansätze als �Bester�

ausgewählt und dann als Bavarian Additiv bezeichnet. Als Abschluss des Theoriekapitels

wird die Fehlerabschätzung des Modells detailliert dargestellt.

Im zweiten Teil der Arbeit folgt die praktische Umsetzung des Bavarian Additiv mit Da-

ten aus dem Konzern der Versicherungskammer Bayern. Hierbei wird die Wirkungsweise

des Verfahrens, das Verringern der Lücke zwischen Schadenzahlung und Schadenaufwand

im Vergleich zu getrennter additiver Reserveberechnung deutlich.

Das Bavarian Additv Verfahren steht der Versicherungskammer Bayern künftig imple-

mentiert in Microsoft Excel zur Verfügung und kann somit neben den bereits vorhandenen

klassischen Verfahren in Zukunft zur Reserveberechnung verwendet werden.
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1 Einleitung

1.1 Motivation

Nachfolgend wird der verallgemeinerte Modellansatz für ein Reserveverfahren vorgestellt,

welches auf dem klassischen Additiven Verfahren (Verfahren der anfalljahrunabhängigen

Schadenquotenzuwächse (AUSQZ) [Mac02, S. 232 �.]) fuÿt und dieses um den Zusam-

menhang zwischen Paid und Incurred erweitert. Einer der Gründe für die Entwicklung

dieses Verfahrens ist, dass in der Praxis bei additiver Reserveberechnung ebenso wie

bei Chain Ladder häu�g eine beachtliche Di�erenz zwischen den Endschadenständen

der Paid und der Incurredprojektion auftritt. Theoretisch sollten die beiden Projektio-

nen allerdings gleich sein, da am Ende der Abwicklungsdauer die Schadenzahlungen mit

Schadenaufwänden übereinstimmen werden. Um dieses Problem zu beheben, wurde - mo-

tiviert durch das Vorbild des Munich Chain Ladder Verfahrens - das Bavarian Additiv

entwickelt. Dieses versucht die Lücke zwischen Paid und Incurred bei additiver Projektion

zu schlieÿen, indem es simultan Paid und Incurred projiziert und einen Zusammenhang

der beiden Abwicklungsdreiecke unterstellt.

Ein weiteres Ziel, welches mit diesem Verfahren verfolgt wird, ist die Verbesserung der

Reserveschätzung durch Einbezug von mehr Information. So erfolgt die Bestimmung der

aktuariellen Reserve beim Bavarian Additiv mit erwartungstreuen Schätzern, welche auf

Informationen aus zwei Abwicklungsdreiecken (Paid und Incurred) beruhen.

1.2 Literaturlage zu diesem Thema

Die Idee zu diesem Verfahren stammt aus dem von Mack und Quarg entwickelten �Mu-

nich Chain Ladder� Verfahren. Das Munich Chain Ladder ist ein auf dem klassischen

Chain Ladder Verfahren entwickeltes Reserveschätzverfahren, das zum Ziel hat, die Lücke

zwischen getrennter Paid und Incurred-Projektion zu schlieÿen. Der Artikel zu diesem

Verfahren [QM] stellt die erste von drei Hauptquellen dar, auf die sich diese Arbeit stützt.

In ihm wird das Munich Chain Ladder Verfahren mit seinen Annahmen vorgestellt und
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an mehreren Beispieldatensätzen in die Praxis umgesetzt. Eine genaue Herleitung des

Verfahrens inklusive eines mathematischen Modells ist in dieser Quelle allerdings nicht

enthalten. Hierfür wird eine Verö�entlichung [Mac09] von Mack verwendet. Darin wird

ein mathematisch vollständiger Ansatz für das Munich Chain Ladder Verfahren mit Her-

leitung der Schätzer, Nachweis von Schätzereigenschaften sowie einer Möglichkeit zur

Fehlerabschätzung des Verfahrens dargestellt. Diese Verö�entlichung stellt somit auch die

Hauptquelle für das gesamte Theoriemodell der vorliegenden Arbeit dar. Des Weiteren

wird in dieser Arbeit die zweite Au�age des Buches Schadensversicherungsmathematik

[Mac02] von Mack als Quelle genutzt. Aus diesem Standardwerk werden einige Ideen,

insbesondere für die Fehlerabschätzung des Verfahrens, verwendet.

1.3 De�nitionen

Um eine für alle Leser möglichst gleiche Basis zu scha�en, werden eingangs die wichtigsten

Begri�e und Bezeichnungen de�niert. Eine Kenntnis über Aufbau und Erscheinungsbild

von Schadenabwicklungsdreiecken wird allerdings vorausgesetzt.

1.3.1 Notation. Sei n 2 N die Anzahl der Anfalljahre (AJ), Ci;k, i; k D 1 : : : ; n seien

die kumulierten Zahlungen (Paid) des Anfalljahres i im Entwicklungsjahr (EJ) k und

Di;k die Aufwände (Incurred), also Ci;k zuzüglich der Einzelfallreserven. Sowohl Ci;k als

auch Di;k werden als Zufallsvariablen aufgefasst. Für i C k � nC 1 sind die Werte von

Ci;k und Di;k bereits bekannt, weil die Schadenstände früherer Anfalljahre bis zum ak-

tuellen Kalenderjahr nC 1, welches in der Hauptdiagonalen steht, die bereits bekannte

Schadenentwicklung ist (linkes oberes Dreieck).

Weiter seien Ci;k D fCi;1; :::; Ci;kg bzw. Di;k D fDi;1; :::;Di;kg die Paid bzw. Incurred-

Entwicklung des Anfalljahres i bis einschlieÿlich des Entwicklungsjahres k.

Ai;k D fCi;1; :::; Ci;k;Di;1; :::;Di;kg stellt die Zusammenfassung dieser beiden Entwick-

lungen dar. In einem Schadendreieck ist also für das Anfalljahr i die EntwicklungAi;n�iC1
bekannt. Mit �i wird das Prämienvolumen im Anfalljahr i bezeichnet.

Mit einem hochgestellten c bzw. d an den ansonsten für beide Prozesse gleichen Bezeich-

nern wird gekennzeichnet, ob es sich um Paid (hochgestelltes c) oder Incurred-Daten

(hochgestelltes d ) handelt.

Weiter ist der jährliche Schadenzuwachs von Paid und Incurred von EJ k � 1 auf EJ k

Sc
i;k
D Ci;k � Ci;k�1 und S

d
i;k
D Di;k �Di;k�1 für k D 1; :::; n (wobei Ci;0 D Di;0 D 0).
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1.4 Aufbau der Arbeit

Zunächst wird ein verallgemeinertes Theoriemodell für ein Reservierungsverfahren aufge-

stellt, welches auf dem Ansatz einer linearen Regression beruht. In diesem Modell ist eine

allgemein gehaltene Modellfunktion f enthalten, deren genaue Abbildungsvorschrift zu-

nächst o�engelassen wird. Nachdem das Theoriemodell ausreichend vorgestellt und einige

Schätzer und deren Eigenschaften berechnet wurden, wird für fünf konkrete Abbildungs-

vorschriften der Funktion f das Modell diskutiert. Aus diesen fünf Ansätzen wird ein

�bester� Ansatz (genannt Bavarian Additiv) ausgewählt und fortan weiter untersucht. Als

Abschluss des Theoriekapitels wird die Fehlerabschätzung für das Bavarian Additiv ange-

geben. Nach der Theorie folgt die praktische Anwendung des Verfahrens. Hierfür wird die

Reserveschätzung anhand von Sachversicherungsdaten der Versicherungskammer Bayern

mit dem Bavarian Additiv durchgeführt und das Ergebnis mit dem des klassischen Ad-

ditiven Verfahren verglichen. Abschlieÿend folgt eine kurze Schlussbemerkung.
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2 Theoriemodell

2.1 Verallgemeinerter Modellansatz

2.1.1 Modellannahmen

2.1.1 Notation (Modellfunktion f ). Sei f W .RC/3 ! R eine messbare reelle Funktion.

In f werden als Argumente die Prämie �i und die in 1.3.1 eingeführten Zufallsvariablen

Ci;k�1 und Di;k�1 eingesetzt.

Mit den Notationen 1.3.1 und 2.1.1 werden folgende Modellannahmen getro�en:

(BAD 1) Unabhängigkeitsannahmen:

(BAD 1.1) Die Paidzuwächse Sc
i;k
, 1 � i; k � n sind unabhängig.

(BAD 1.2) Die Incurredzuwächse Sd
i;k
, 1 � i; k � n sind unabhängig.

(BAD 1.3) f .�i IDi;k�1ICi;k�1/ ist unabhängig von der vorangegangenen Paid-

Entwicklung Ci;k�1 und f .�i ICi;k�1IDi;k�1/ ist unabhängig von der voran-

gegangenen Incurred-Entwicklung Di;k�1.

(BAD 2) Erwartungswertannahmen: Es gibt ac
k
; bc
k
; ad
k
; bd
k
2 R mit

(BAD 2.1) E

�
Ci;k�Ci;k�1

�i
jAi;k�1

�
D ac

k
C bc

k
� f .�i IDi;k�1ICi;k�1/ 8i; k

(BAD 2.2) E

�
Di;k�Di;k�1

�i
jAi;k�1

�
D ad

k
C bd

k
� f .�i ICi;k�1IDi;k�1/ 8i; k

(BAD 3) Varianzannahmen: Es gibt �c
k
; �d
k
2 R mit

(BAD 3.1) Var

�
Ci;k�Ci;k�1

�i
jAi;k�1

�
D

.�c
k
/2

�i
8i; k

(BAD 3.2) Var

�
Di;k�Di;k�1

�i
jAi;k�1

�
D

.�d
k
/2

�i
8i; k
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(BAD 4) Kovarianzannahme: Es gibt �k 2 R mit

Cov

"
Ci;k�Ci;k�1

�i
I
Di;k�Di;k�1

�i

ˇ̌̌
Ai;k�1

#
D

�k

�i
8i; k

Bemerkungen zu den Modellannahmen

zu (BAD 1) Die Modellannahmen (BAD 1.1) und (BAD 1.2) bedeuten die Unab-

hängigkeit der Sc
i;k

von Ci;k�1 und der Sd
i;k

von Di;k�1, d. h. die Scha-

denzuwächse sind jeweils unabhängig von ihrer eigenen, bisherigen Ent-

wicklung. Abhängig sind die Schadenzuwächse .Sc
i;k
ISd
i;k
/ hingegen gemäÿ

(BAD 2.1) und (BAD 2.2) von ihrer gemeinsamen Entwicklung Ai;k�1,
die über die Funktion f .�i IDi;k�1ICi;k�1/ eingeht. Somit ist folglich das

Tupel .Sc
i;k
ISd
i;k
/ vom Vorjahrestupel .Sc

i;k�1
ISd
i;k�1

/ abhängig, weil dieses

in den Ständen Ci;k�1 und Di;k�1 enthalten ist, welche wiederum ihrerseits

Argumente der Funktion f sind.

Modellannahme (BAD 1.3) wird benötigt um die Erwartungswertannah-

men (BAD 2.1) und (BAD 2.2) überhaupt formulieren zu können, oh-

ne dabei in Widerspruch mit den beiden Unabhängigkeitsannahmen (BAD

1.1) und (BAD 1.2) zu geraten. Somit kann (BAD 1.3) wohl auch impli-

zit aus (BAD 1.1),(BAD 1.2),(BAD 2.1) und (BAD 2.2) geschlussfolgert

werden.

zu (BAD 2) Äquivalent zu Modellannahme (BAD 2.1) ist die Darstellung:

EŒCi;k � Ci;k�1jAi;k�1� D �i � ack C b
c
k
�i � f .�i IDi;k�1ICi;k�1/

Gleiches gilt für (BAD 2.2).

Im Vergleich zum klassischen Additiven Verfahren benötigt das Verfah-

ren hier eine simultane Projektion von Paid und Incurred, da jeweils die

Vorjahresstände in die Projektion des nächsten Schadenstandes mit ein-

gehen. Abgesehen von der ersten zu schätzenden Diagonalen beruhen al-

le weiteren berechneten Schadenstände also selbst auf Schätzwerten. Eine

einzelne Projektion von beispielsweise Paid ist somit nur möglich, wenn

ein bereits zum Viereck vervollständigtes Schadenabwicklungsdreieck der

Incurred-Daten vorliegt, welches mit jedem beliebigen Reservierungsverfah-

ren berechnet worden sein kann.

zu (BAD 3) Äquivalent zu Modellannahme (BAD 3.1) ist die Darstellung:

VarŒCi;k � Ci;k�1jAi;k�1� D .�ck /
2 � �i .
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Gleiches gilt für (BAD 3.2)

zu (BAD 4) Äquivalent zu Modellannahme (BAD 4) ist die Darstellung:

CovŒCi;kIDi;kjAi;k�1� D �k � �i .

Die Modellannahmen (BAD 1) bis (BAD 4) stellen insgesamt eine mögliche bivariate

Verallgemeinerung des klassischen Additiven Modells dar.

2.1.2 Berechnen der Minimum-Quadrat-Schätzer

Im Folgenden beschränken wir uns auf die Berechnung der Modellparameter für die

Schadenzahlungen (Paid). Die Berechnungen für den Schadenaufwand (Incurred) verlau-

fen analog.

Die Parameter ac
k
; bc
k
werden durch das Gauÿsche Prinzip der kleinsten Quadrate ge-

schätzt. Dieses Prinzip wird auch Minimum-Quadrat-Methode genannt und hat das Ziel,

die Parameter einer beliebig vorgegebenen Funktion so zu berechnen, dass die Funktion

in eine vorgegebene Punktemenge möglichst optimal eingepasst wird. Optimal bedeutet,

dass die quadratischen Abstände der Punkte zur Modellfunktion minimal sind.

Vorliegende Schätzung der Parameter ac
k
und bc

k
erfolgt mit diesem Prinzip und ist zudem

darstellbar als gewichtete lineare Regression. Für festes k und mit

1. Yi D
Ci;k�Ci;k�1

�i
die zu erklärende/abhängige Variable,

2. wi D �i die Gewichtung und

3. xi D f .�i IDi;k�1ICi;k�1/ eine Realisation der unabhängigen Variable Xi (Regres-

sor)

lässt sich (BAD 2.1) darstellen als Modellgleichung der Form Yi D aCbxi mit gegebenen

Punkten .xi ; Yi /. Die Gewichtung wi folgt gemäÿ Varianzannahme (BAD 3.1) aufgrund

der Heteroskedastizität.

Das Gauÿsche Prinzip der kleinsten Quadrate führt bei einer gewichteten linearen Regres-

sion zum Minimieren der Gleichung
P
i wi .yi � .aC bxi //

2 und zu folgenden Schätzern

für a und b:

Oa D Ny � Ob Nx Ob D
P

i wiyi .xi� Nx/P
i wi .xi� Nx/2

mit y D
P

i wiyiP
i wi

und x D
P

i wixiP
i wi

.

Werden in diese Schätzer die Gröÿen des vorliegenden Modells gemäÿ 1. bis 3. eingesetzt
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so ergeben sich die folgenden Schätzer für ac
k
und bc

k
:

Aus Platzgründen wird im Weiteren die Abkürzung fi;k�1 WD f .�i IDi;k�1ICi;k�1/ ver-

wendet.

Obck D

n�kC1X
iD1

�i
Ci;k � Ci;k�1

�i

�
fi;k�1 �Q

c
k�1

�
n�kC1X
iD1

�i .fi;k�1 �Q
c
k�1/

2

(2.1)

mit

Qck�1 WD

n�kC1X
iD1

�ifi;k�1

n�kC1X
iD1

�i

(2.2)

der mit �i gewichtete Mittelwert der fi;k�1 über die bekannten Werte (linkes oberes

Dreieck) des Entwicklungsjahres k � 1.

Oack D Om
c
k �
Obck �Q

c
k�1 (2.3)

mit

Omck WD

n�kC1X
iD1

.Ci;k � Ci;k�1/

n�kC1X
iD1

�i

(2.4)

dem AUSQZ-Schätzer für das Entwicklungsjahr k aus dem klassischen Additivem Ver-

fahren.

Umformen der Schätzer

Das folgende Lemma 2.1.2 wird benötigt um den Schätzer für den Erwartungswert des

Zuwachses Ci;k � Ci;k�1 in eine anschaulichere Form zu bringen:
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2.1.2 Lemma. Für den Schätzer bc
k
in 2.1 gilt:

Obck D

n�kC1X
iD1

�i

�Ci;k � Ci;k�1
�i

� Omck

��
fi;k�1 �Q

c
k�1

�
vuutn�kC1X

iD1

�i .fi;k�1 �Q
c
k�1/

2

vuutn�kC1X
iD1

�i

�Ci;k � Ci;k�1
�i

� Omck

�2

�

vuut 1
n�k

n�kC1X
iD1

�i

�Ci;k � Ci;k�1
�i

� Omck

�2
vuut 1

n�k

n�kC1X
iD1

�i .fi;k�1 �Q
c
k�1/

2

Beweis. Zunächst wird der Zähler von Obc
k
umgeformt:

n�kC1X
iD1

�i
Ci;k � Ci;k�1

�i

�
fi;k�1 �Q

c
k�1

�
D

n�kC1X
iD1

�i

�Ci;k � Ci;k�1
�i

� Omck C Om
c
k

��
fi;k�1 �Q

c
k�1

�
D

n�kC1X
iD1

�i

�Ci;k � Ci;k�1
�i

� Omck

��
fi;k�1 �Q

c
k�1

�
C

n�kC1X
iD1

�i Om
c
k

�
fi;k�1 �Q

c
k�1

�
Hier ist der zweite Summand gleich 0:

Omck

n�kC1X
iD1

�i

�
fi;k�1 �Q

c
k�1

�
D Omck

 
n�kC1X
iD1

�ifi;k�1 �

n�kC1X
iD1

�i

n�kC1X
jD1

�jfj;k�1

n�kC1X
jD1

�j

!

D Omck

 
n�kC1X
iD1

�ifi;k�1 �

n�kC1X
jD1

�jfj;k�1

!
D 0
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Durch weitere Umformungen und Erweitern folgt dann obige Form von Obc
k
:

Obck D

n�kC1X
iD1

�i

�Ci;k � Ci;k�1
�i

� Omck

��
fi;k�1 �Q

c
k�1

�
n�kC1X
iD1

�i .fi;k�1 �Q
c
k�1/

2

D

n�kC1X
iD1

�i

�Ci;k � Ci;k�1
�i

� Omck

��
fi;k�1 �Q

c
k�1

�
vuutn�kC1X

iD1

�i .fi;k�1 �Q
c
k�1/

2

�
1vuutn�kC1X

iD1

�i .fi;k�1 �Q
c
k�1/

2

D

n�kC1X
iD1

�i

�Ci;k � Ci;k�1
�i

� Omck

��
fi;k�1 �Q

c
k�1

�
vuutn�kC1X

iD1

�i .fi;k�1 �Q
c
k�1/

2

vuutn�kC1X
iD1

�i

�Ci;k � Ci;k�1
�i

� Omck

�2

�

vuutn�kC1X
iD1

�i

�Ci;k � Ci;k�1
�i

� Omck

�2
vuutn�kC1X

iD1

�i .fi;k�1 �Q
c
k�1/

2

D

n�kC1X
iD1

�i

�Ci;k � Ci;k�1
�i

� Omck

��
fi;k�1 �Q

c
k�1

�
vuutn�kC1X

iD1

�i .fi;k�1 �Q
c
k�1/

2

vuutn�kC1X
iD1

�i

�Ci;k � Ci;k�1
�i

� Omck

�2

�

vuut 1
n�k

n�kC1X
iD1

�i

�Ci;k � Ci;k�1
�i

� Omck

�2
vuut 1

n�k

n�kC1X
iD1

�i .fi;k�1 �Q
c
k�1/

2
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2.1.3 Bemerkung. Mit Lemma 2.1.2 lässt sich Obc
k
als Produkt des prämiengewichteten

empirischen Korrelationskoe�zienten zwischen Ci;k�Ci;k�1

�i
und fi;k�1 sowie den Quoti-

enten der Schätzer für die Standardabweichungen von Ci;k�Ci;k�1

�i
und fi;k�1 über die

bekannten Anfalljahre i im Entwicklungsjahr k schreiben.

Zur einfacheren Schreibweise werden noch folgende Bezeichnungen eingeführt:

O�ck WD

n�kC1X
iD1

�i

�Ci;k � Ci;k�1
�i

� Omck

��
fi;k�1 �Q

c
k�1

�
vuutn�kC1X

iD1

�i .fi;k�1 �Q
c
k�1/

2

vuutn�kC1X
iD1

�i

�Ci;k � Ci;k�1
�i

� Omck

�2
O�ck WD

vuut 1

n � k

n�kC1X
iD1

�i

�Ci;k � Ci;k�1
�i

� Omck

�2
O!ck�1 WD

vuut 1

n � k

n�kC1X
iD1

�i .fi;k�1 �Q
c
k�1/

2

Damit lässt sich Obc
k
aus Lemma 2.1.2 schreiben als:

Obck D
O�ck
O�c
k

O!c
k�1

Aus ästhetischen Gründen schreiben wir im Weiteren OE für ÊŒ:::�. OE entsteht, indem in

die Modellannahmen (BAD 2.1) und (BAD 2.2) die entsprechenden Schätzer eingesetzt

werden.

2.1.4 Satz. Seien Oac
k
und Obc

k
die Schätzer aus Gleichung (2.3) und (2.1) und

OE
�
Ci;k�Ci;k�1jAi;k�1

�
D �i Oa

c
k
C�i Ob

c
k
fi;k�1 der Schätzer für die Erwartunswertannahme

(BAD 2.1). Es gilt:

OE
�
Ci;k � Ci;k�1jAi;k�1

�
D �i

h
Omck C

O�ck
O�c
k

O!c
k�1

.fi;k�1 �Q
c
k�1/

i
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Beweis.

OE
�
Ci;k � Ci;k�1jAi;k�1

�
D �i Oa

c
k C �i

Obckfi;k�1

D �i . Om
c
k �
ObckQ

c
k�1/C �i

Obckfi;k�1

D �i Om
c
k � �i

ObckQ
c
k�1 C �i

Obckfi;k�1

D �i
�
Omck C

Obck
�
fi;k�1 �Q

c
k�1

��
D �i

h
Omck C

O�ck
O�c
k

O!c
k�1

.fi;k�1 �Q
c
k�1/

i

2.1.5 Notation. Im Weiteren wird Qmc
i;k

bzw. dessen Schätzer OQmc
i;k

eingeführt:

Qmci;k WD m
c
k C �

c
k

�c
k

!c
k�1

.fi;k�1 �Q
c
k�1/ (2.5)

OQmci;k WD Om
c
k C
O�ck
O�c
k

O!c
k�1

.fi;k�1 �Q
c
k�1/ (2.6)

Analog wird die Notation Qmd
i;k

bzw. OQmd
i;k

für incurred verwendet. Diese Darstellung ent-

spricht der Übertragung des Ansatzes von Quarg und Mack aus dem Munich Chain

Ladder (vgl. [QM, S. 20]).

2.1.6 Bemerkung. Die Schätzung des zukünftigen Schadenzuwachses ergibt sich als

Produkt der Prämie �i mit einem individuell angepassten Zuwachsfaktor OQmc
i;k
.

Für diesen wird der klassische Schadenquotenzuwachs Schätzer Omc
k
um die Information

aus dem Zusammenspiel von Paid und Incurred ergänzt. Besteht zwischen den indivi-

duellen Schadenquotenzuwächsen Ci;k�Ci;k�1

�i
und der Funktion fi;k�1 keine Korrelation

( O�c
k
D 0), so fällt der zweite Summand von OQmc

i;k
weg und die Schätzung des künftigen

Schadenzuwachses erfolgt wieder wie im klassischen additiven Reservierungsverfahren.

2.1.7 Bemerkung. Mit den bisher berechneten MQ-Schätzern sind wir nun in der Lage

die Schätzer für die Parameter �c
k
, �d
k

und �k aus den Modellannahmen (BAD 3.1),

(BAD 3.2) und (BAD 4) anzugeben:



2.1 Verallgemeinerter Modellansatz 13

zu (BAD 3.1) Der Varianzparameter .�c
k
/2 wird geschätzt durch

. O�ck /
2
D

1

n � k � 1

n�kC1X
iD1

�i

�Ci;k � Ci;k�1
�i

� OQmci;k

�2
: (2.7)

zu (BAD 3.2) Der Varianzparameter .�d
k
/2 wird geschätzt durch

. O�dk /
2
D

1

n � k � 1

n�kC1X
iD1

�i

�Di;k �Di;k�1
�i

� OQmdi;k

�2
: (2.8)

zu (BAD 4) Der Kovarianzparameter �k wird geschätzt durch

O�k WD
1

n � k

n�kC1X
iD1

�i

�Ci;k � Ci;k�1
�i

� OQmci;k

��Di;k �Di;k�1
�i

� OQmdi;k

�
:

(2.9)

2.1.8 Korollar (zu Satz 2.1.4). Sind Oac
k
und Obc

k
die berechneten Schätzer der Gleichungen

(2.3) und (2.1), so ergibt sich für den Varianzschätzer . O�c
k
/2 in Gleichung (2.7):

. O�ck /
2
D

1

n � k � 1

n�kC1X
iD1

�i

�Ci;k � Ci;k�1
�i

� Omck �
Obck
�
fi;k�1 �Q

c
k�1

��2
Beweis.

. O�ck /
2
D

1

n � k � 1

n�kC1X
iD1

�i

�Ci;k � Ci;k�1
�i

� OQmci;k

�2
D

1

n � k � 1

n�kC1X
iD1

�i

�Ci;k � Ci;k�1
�i

� Omck �
O�ck �

O�c
k

O!c
k�1

� .fi;k�1 �Q
c
k�1/

�2
D

1

n � k � 1

n�kC1X
iD1

�i

�Ci;k � Ci;k�1
�i

� Omck �
Obck
�
fi;k�1 �Q

c
k�1

��2
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2.1.3 Nachweis der Erwartungstreue

Als Vorlage für den nachfolgenden Abschnitt dient die Verö�entlichung von Mack zum

Munich Chain Ladder [Mac09, S. 11-12].

2.1.9 Notation. Bk WD fCi;j ;Di;j ji C j � n C 1I j � kg sei die bekannte Schadenab-
wicklung über alle Anfalljahre i im linken oberen Dreieck von Paid und Incurred bis zum

Entwicklungsjahr k.

2.1.10 Satz. Seien Oac
k
; Obc
k
die Minimum-Quadrat-Schätzer der Gleichungen (2.3) und

(2.1) und . O�c
k
/2 der zugehörige Varianzschätzer aus Gleichung (2.7). Weiter sei Bk�1

die Entwicklung von Paid und Incurred im linken oberen Dreieck gemäÿ Notation 2.1.9.

Dann folgt für die bedingten Erwartungswerte der Schätzer:

1. E
�
Obc
k

ˇ̌
Bk�1

�
D bc

k

2. E
�
Oac
k

ˇ̌
Bk�1

�
D ac

k

3. E
�
. O�c
k
/2
ˇ̌
Bk�1

�
D .�c

k
/2

Beweis. .

zu 1. zzg.: E
�
Obc
k
jBk�1

�
D bc

k

Da der Nenner von Obc
k
in Gleichung (2.1) konstant ist, wird zunächst der Zähler betrach-

tet.

E
h n�kC1X

iD1

�i
Ci;k � Ci;k�1

�i

�
fi;k�1 �Q

c
k�1

� ˇ̌̌
Bk�1

i
D

n�kC1X
iD1

E
�
Ci;k � Ci;k�1

ˇ̌
Bk�1�.fi;k�1 �Qck�1/

D

n�kC1X
iD1

�i .a
c
k C b

c
kfi;k�1/.fi;k�1 �Q

c
k�1/

D

n�kC1X
iD1

�ia
c
k.fi;k�1 �Q

c
k�1/C

n�kC1X
iD1

�ib
c
kfi;k�1.fi;k�1 �Q

c
k�1/

D ack

"
n�kC1X
iD1

�i .fi;k�1 �Q
c
k�1/

#
C bck

"
n�kC1X
iD1

.�if
2
i;k�1 � �ifi;k�1Q

c
k�1/

#

D ack

"
n�kC1X
iD1

�ifi;k�1 �

n�kC1X
iD1

�iQ
c
k�1

#
C bck

"
n�kC1X
iD1

�if
2
i;k�1 �

� n�kC1X
iD1

�ifi;k�1

�2
n�kC1X
iD1

�i

#
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In diesem Term ist der erste Summand = 0:

ack

"
n�kC1X
iD1

�ifi;k�1 �

n�kC1X
iD1

�iQ
c
k�1

#

D ack

"
n�kC1X
iD1

�ifi;k�1 �

n�kC1X
iD1

�i

n�kC1X
jD1

�jfj;k�1

n�kC1X
jD1

�j

#

D ack

"
n�kC1X
iD1

�ifi;k�1 �

n�kC1X
iD1

�ifi;k�1

#
D ack0 D 0

Zusätzlich wird noch der Nenner des Schätzers Obc
k
umgeformt:

n�kC1X
iD1

�i .fi;k�1 �Q
c
k�1/

2
D

n�kC1X
iD1

�i
�
f 2i;k�1 � 2fi;k�1Q

c
k�1 C .Q

c
k�1/

2
�

D

n�kC1X
iD1

�if
2
i;k�1 � 2

n�kC1X
iD1

�ifi;k�1

n�kC1X
jD1

�jfj;k�1

n�kC1X
jD1

�j

C

n�kC1X
iD1

�i

 n�kC1X
jD1

�jfj;k�1

n�kC1X
jD1

�j

!2

D

n�kC1X
iD1

�if
2
i;k�1 � 2

� n�kC1X
iD1

�ifi;k�1

�2
n�kC1X
iD1

�i

C

� n�kC1X
iD1

�ifi;k�1

�2
n�kC1X
iD1

�i

D

n�kC1X
iD1

�if
2
i;k�1 �

� n�kC1X
iD1

�ifi;k�1

�2
n�kC1X
iD1

�i
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Insgesamt ergibt sich für den bedingten Erwartungswert des Schätzers Obc
k
:

E
�
ObckjBk�1

�
D E

"n�kC1X
iD1

�i
Ci;k � Ci;k�1

�i

�
fi;k�1 �Q

c
k�1

�
n�kC1X
iD1

�i .fi;k�1 �Q
c
k�1/

2

ˇ̌̌̌
ˇBk�1

#

D bck

n�kC1X
iD1

�if
2
i;k�1 �

� n�kC1X
iD1

�ifi;k�1

�2
n�kC1X
iD1

�i

n�kC1X
iD1

�if
2
i;k�1 �

� n�kC1X
iD1

�ifi;k�1

�2
n�kC1X
iD1

�i

D bck

Beweis. .

zu 2. zzg.: E
�
Oac
k

ˇ̌
Bk�1

�
D ac

k

E
�
Oack

ˇ̌
Bk�1

�
D EŒ Omc

k
� Obc

k
Qck�1

ˇ̌
Bk�1

�
D E

�
Omc
k

ˇ̌
Bk�1

�
� EŒ Obc

k
Qck�1

ˇ̌
Bk�1

�

D E

"n�kC1X
iD1

.Ci;k � Ci;k�1/

n�kC1X
iD1

�i

ˇ̌̌
Bk�1

#
�Qck�1E

�
Obc
k

ˇ̌
Bk�1

�
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D

n�kC1X
iD1

E
�
Ci;k � Ci;k�1jBk�1

�
n�kC1X
iD1

�i

�Qck�1b
c
k

D

n�kC1X
iD1

�ia
c
k C b

c
k�ifi;k�1

n�kC1X
iD1

�i

�

n�kC1X
iD1

�ifi;k�1

n�kC1X
iD1

�i

� bck

D ack �

n�kC1X
iD1

�i

n�kC1X
iD1

�i

C bck �

n�kC1X
iD1

�ifi;k�1 �

n�kC1X
iD1

�ifi;k�1

n�kC1X
iD1

�i

D ack

Beweis. .

zu 3. zzg.: E
�
. O�c
k
/2
ˇ̌
Bk�1

�
D .�c

k
/2

Für den Beweis wird die Darstellung von . O�c
k
/2 gemäÿ Korollar 2.1.8 verwendet.

E
�
. O�ck /

2
ˇ̌
Bk�1

�
D E

h 1

n � k � 1

n�kC1X
iD1

�i

�Ci;k � Ci;k�1
�i

� Omck �
Obck.fi;k�1 �Q

c
k�1/

�2ˇ̌
Bk�1

i
D

1

n � k � 1

n�kC1X
iD1

�iE
h�Ci;k � Ci;k�1

�i
� Omck �

Obck.fi;k�1 �Q
c
k�1/

�2ˇ̌
Bk�1

i
D

1

n � k � 1

n�kC1X
iD1

�iVar
h�Ci;k � Ci;k�1

�i
� Omck �

Obck.fi;k�1 �Q
c
k�1/

�ˇ̌
Bk�1

i
„ ƒ‚ …

DA

C
1

n � k � 1

n�kC1X
iD1

�iE
h�Ci;k � Ci;k�1

�i
� Omck �

Obck.fi;k�1 �Q
c
k�1/

�ˇ̌
Bk�1

i2
„ ƒ‚ …

DB

(2.10)

Wobei der letzte Umformungsschritt mit der Gleichung EŒX2� D VarŒX�C .EŒX�/2 folgt.

Zur Fortsetzung des Beweises benötigen wir einige vorbereitende Lemmata (Lemma

2.1.11 - 2.1.14). Diese enthalten Ergebnisse zu Varianzen, Erwartungswerte und Kovari-

anzen für bzw. zwischen den Schätzern Omc
k
und Obc

k
.
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2.1.11 Lemma. Sei Omc
k
der in Gleichung (2.4) eingeführte Schätzer, dann gilt:

E
h
Omck

ˇ̌
Bk�1

i
D

n�kC1X
iD1

�ia
c
k C �ib

c
kfi;k�1

n�kC1X
iD1

�i

Beweis.

E
h
Omck

ˇ̌
Bk�1

i
D E

"n�kC1X
iD1

.Ci;k � Ci;k�1/

n�kC1X
iD1

�i

ˇ̌̌
Bk�1

#
D

n�kC1X
iD1

E
�
Ci;k � Ci;k�1jBk�1

�
n�kC1X
iD1

�i

D

n�kC1X
iD1

�ia
c
k C �ib

c
kfi;k�1

n�kC1X
iD1

�i

2.1.12 Lemma. Seien Obc
k
und Omc

k
die Schätzer gemäÿ den Gleichungen (2.1) und (2.4),

dann ergibt sich für die bedingte Varianz

VarŒ Omc
k
jBk�1� D

.�c
k
/2

n�kC1X
iD1

�i

und VarŒ Obc
k
jBk�1� D

.�c
k
/2

n�kC1X
iD1

�i
�
fi;k�1 �Q

c
k�1

�2 .
Beweis.

VarŒ OmckjBk�1� D Var

"n�kC1X
iD1

.Ci;k � Ci;k�1/

n�kC1X
iD1

�i

ˇ̌
Bk�1

#
D

n�kC1X
iD1

Var
�
Ci;k � Ci;k�1jBk�1

�
� n�kC1X

iD1

�i

�2

.BAD 3.1/
D

n�kC1X
iD1

�i .�
c
k /
2

� n�kC1X
iD1

�i

�2 D .�c
k
/2

n�kC1X
iD1

�i
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VarŒ ObckjBk�1� D Var

"n�kC1X
iD1

�i

�
Ci;k � Ci;k�1

�i

�
.fi;k�1 �Q

c
k�1/

n�kC1X
iD1

�i .fi;k�1 �Q
c
k�1/

2

ˇ̌̌̌
ˇBk�1

#

D

n�kC1X
iD1

Var
�
Ci;k � Ci;k�1

ˇ̌
Bk�1

�
.fi;k�1 �Q

c
k�1/

2

 
n�kC1X
iD1

�i .fi;k�1 �Q
c
k�1/

2

!2

.BAD 3.1/
D

n�kC1X
iD1

.�ck /
2�i .fi;k�1 �Q

c
k�1/

2

 
n�kC1X
iD1

�i .fi;k�1 �Q
c
k�1/

2

!2
D

.�c
k
/2

n�kC1X
iD1

�i .fi;k�1 �Q
c
k�1/

2

2.1.13 Lemma. Seien Omc
k
und Obc

k
die Schätzer gemäÿ den Gleichungen (2.4) und (2.1),

dann gilt:

Cov
hCi;k � Ci;k�1

�i
I Omck

ˇ̌̌
Bk�1

i
D

.�c
k
/2

n�kC1X
jD1

�j

Cov
hCi;k � Ci;k�1

�i
I Obck

ˇ̌̌
Bk�1

i
D

.fi;k�1 �Q
c
k�1

/.�c
k
/2

n�kC1X
jD1

�j .fj;k�1 �Q
c
k�1/

2



20 2 Theoriemodell

Beweis.

Cov
hCi;k � Ci;k�1

�i
I Omck

ˇ̌̌
Bk�1

i

D Cov
hCi;k � Ci;k�1

�i
I

n�kC1X
jD1

�
Cj;k � Cj;k�1

�
n�kC1X
jD1

�j

ˇ̌̌
Bk�1

i

D
1

�i

n�kC1X
jD1

�j

Cov
h
Ci;k � Ci;k�1I

n�kC1X
jD1

�
Cj;k � Cj;k�1

� ˇ̌̌
Bk�1

i

.�/
D

1

�i

n�kC1X
jD1

�j

VarŒCi;k � Ci;k�1jBk�1� D
.�c
k
/2�i

�i

n�kC1X
jD1

�j

D
.�c
k
/2

n�kC1X
jD1

�j

Cov
hCi;k � Ci;k�1

�i
I Obck

ˇ̌̌
Bk�1

i

D Cov
hCi;k � Ci;k�1

�i
I

n�kC1X
jD1

�j
Cj;k � Cj;k�1

�j
.fj;k�1 �Q

c
k�1/

n�kC1X
jD1

�j .fj;k�1 �Q
c
k�1/

2

ˇ̌̌
Bk�1

i

D

Cov
h
Ci;k � Ci;k�1I

n�kC1X
jD1

�
Cj;k � Cj;k�1

�
.fj;k�1 �Q

c
k�1/

ˇ̌̌
Bk�1

i
�i

n�kC1X
jD1

�j .fj;k�1 �Q
c
k�1/

.�/
D
.fi;k�1 �Q

c
k�1

/VarŒCi;k � Ci;k�1jBk�1�

�i

n�kC1X
jD1

�j .fj;k�1 �Q
c
k�1/

D
.fi;k�1 �Q

c
k�1

/.�c
k
/2�i

�i

n�kC1X
jD1

�j .fj;k�1 �Q
c
k�1/

D
.fi;k�1 �Q

c
k�1

/.�c
k
/2

n�kC1X
jD1

�j .fj;k�1 �Q
c
k�1/

2

(*) CovŒCi;k � Ci;k�1ICj;k � Cj;k�1� D 0 für i ¤ j wegen der Unabhängigkeit der

Anfalljahre (vgl. (BAD 1.1))
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2.1.14 Lemma (Unkorreliertheit zwischen Omk und Obk). Seien Omc
k
und Obc

k
, sowie Omd

k

und Obd
k

die oben eingeführten Schätzer des verallgemeinerten Modellansatzes für Paid

und Incurred, dann gilt:

1. CovŒ Omc
k
I Obc
k
jBk�1� D 0

2. CovŒ Omd
k
I Obd
k
jBk�1� D 0

Beweis.

CovŒ OmckI
ObckjBk�1�

D Cov

"n�kC1X
iD1

.Ci;k � Ci;k�1/

n�kC1X
iD1

�i

I

n�kC1X
iD1

�
Ci;k � Ci;k�1

� �
fi;k�1 �Q

c
k�1

�
n�kC1X
iD1

�i .fi;k�1 �Q
c
k�1/

2

ˇ̌̌̌
ˇBk�1

#

D

Cov

"
n�kC1X
iD1

.Ci;k � Ci;k�1/I

n�kC1X
iD1

�
Ci;k � Ci;k�1

� �
fi;k�1 �Q

c
k�1

�ˇ̌̌
Bk�1

#
n�kC1X
iD1

�i

n�kC1X
iD1

�i .fi;k�1 �Q
c
k�1/

2

D

n�kC1X
iD1

n�kC1X
jD1

Cov
h
.Ci;k � Ci;k�1/I

�
Cj;k � Cj;k�1

� �
fj;k�1 �Q

c
k�1

�ˇ̌̌
Bk�1

i
n�kC1X
iD1

�i

n�kC1X
iD1

�i .fi;k�1 �Q
c
k�1/

2

D

n�kC1X
iD1

n�kC1X
jD1

Cov
�
Ci;k � Ci;k�1ICj;k � Cj;k�1jBk�1

��
fj;k�1 �Q

c
k�1

�
n�kC1X
iD1

�i

n�kC1X
iD1

�i .fi;k�1 �Q
c
k�1/

2

(BAD 1.1)
D

n�kC1X
jD1

Var
�
Cj;k � Cj;k�1jBk�1

��
fj;k�1 �Q

c
k�1

�
n�kC1X
iD1

�i

n�kC1X
iD1

�i .fi;k�1 �Q
c
k�1/

2

(BAD 3.1)
D

.�c
k
/2
n�kC1X
jD1

�j

�
fj;k�1 �Q

c
k�1

�
n�kC1X
iD1

�i

n�kC1X
iD1

�i .fi;k�1 �Q
c
k�1/

2
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D

.�c
k
/2

 
n�kC1X
jD1

�jfi;k�1 �

n�kC1X
jD1

�j

n�kC1X
iD1

�ifi;k�1

n�kC1X
iD1

�i

!

n�kC1X
iD1

�i

n�kC1X
iD1

�i .fi;k�1 �Q
c
k�1/

2

D
.�c
k
/2 � 0

n�kC1X
iD1

�i

n�kC1X
iD1

�i .fi;k�1 �Q
c
k�1/

2

D 0

Der Beweis für 2. CovŒ Omd
k
I Obd
k
jBk�1� D 0 verläuft analog.

Nun wenden wir uns wieder dem ursprünglichen Beweis von 3. E
�
. O�c
k
/2
ˇ̌
Bk�1

�
D .�c

k
/2

von Satz 2.1.10 zu.

Mit Lemma 2.1.11 lässt sich zeigen, dass B aus obiger Gleichung (2.10) gleich 0 ist:

B D
1

n � k � 1„ ƒ‚ …
WDa

n�kC1X
iD1

�iE
h�Ci;k � Ci;k�1

�i
� Omck �

Obck.fi;k�1 �Q
c
k�1/

�
jBk�1

i2

D
1

a

n�kC1X
iD1

�i

 
E
hCi;k � Ci;k�1

�i
jBk�1

i
� E

h
OmckjBk�1

i
� E

h
Obck.fi;k�1 �Q

c
k�1/jBk�1

i!2

D
1

a

n�kC1X
iD1

�i

 
ack C b

c
kfi;k�1 �

n�kC1X
jD1

�ja
c
k C �j b

c
kfj;k�1

n�kC1X
jD1

�j

� .fi;k�1 �Q
c
k�1/b

c
k

!2

D
1

a

n�kC1X
iD1

�i

 
ack C b

c
kfi;k�1 �

n�kC1X
jD1

�ja
c
k

n�kC1X
jD1

�j

�

n�kC1X
jD1

�j b
c
kfj;k�1

n�kC1X
jD1

�j

� bckfi;k�1 � b
c
kQ

c
k�1

!2
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D
1

a

n�kC1X
iD1

�i

 
ack � a

c
k

n�kC1X
jD1

�j

n�kC1X
jD1

�j

� bck

n�k�1X
jD1

�jfj;k�1

n�kC1X
jD1

�j

C bck

n�kC1X
jD1

�jfj;k�1

n�kC1X
jD1

�j

!2

D
1

a

n�kC1X
iD1

�i

 
ack � a

c
k

!2
D 0

Es bleibt noch die Umformung von A, für die die Ergebnisse aus den Lemmata 2.1.12,

2.1.13 und 2.1.14 benötigt werden.

A D
1

n � k � 1

n�kC1X
iD1

�iVar
h�Ci;k � Ci;k�1

�i
� Omck �

Obck.fi;k�1 �Q
c
k�1/

�
jBk�1

i
D

1

n � k � 1

n�kC1X
iD1

�i

(
Var

hCi;k � Ci;k�1
�i

jBk�1
i
CVar

�
OmckjBk�1

�
CVar

�
Obck.fi;k�1 �Q

c
k�1/jBk�1

�
C 2

�
Cov

hCi;k � Ci;k�1
�i

I OmckjBk�1
i

� .fi;k�1 �Q
c
k�1/Cov

hCi;k � Ci;k�1
�i

I ObckjBk�1
i

C .fi;k�1 �Q
c
k�1/ CovŒ OmckI

ObckjBk�1�„ ƒ‚ …
D0 wegen Lemma 2.1.14

�)

D
1

n � k � 1

n�kC1X
iD1

�i

(
.�c
k
/2

�i
C

.�c
k
/2

n�kC1X
jD1

�j

C
.�c
k
/2.fi;k�1 �Q

c
k�1

/2

n�kC1X
jD1

�j .fj;k�1 �Q
c
k�1/

2

�
2.�c

k
/2

n�kC1X
jD1

�j

�
2.�c

k
/2.fi;k�1 �Q

c
k�1

/2

n�kC1X
jD1

�j .fj;k�1 �Q
c
k�1/

2

)
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D
.�c
k
/2

n � k � 1

n�kC1X
iD1

(
�i

�i
C

�i
n�kC1X
jD1

�j

C
�i .fi;k�1 �Q

c
k�1

/2

n�kC1X
jD1

�j .fj;k�1 �Q
c
k�1/

2

�
2�i

n�kC1X
jD1

�j

�
2�i .fi;k�1 �Q

c
k�1

/2

n�kC1X
jD1

�j .fj;k�1 �Q
c
k�1/

2

)

D
.�c
k
/2

n � k � 1

n�kC1X
iD1

(
1 �

�i
n�kC1X
jD1

�j

�
�i .fi;k�1 �Q

c
k�1

/2

n�kC1X
jD1

�j .fj;k�1 �Q
c
k�1/

2

)

D
.�c
k
/2

n � k � 1
.n � k C 1 � 1 � 1/

D
.�c
k
/2

n � k � 1
.n � k � 1/

D .�ck /
2
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2.2 Spezielle Modellansätze

Nachfolgend werden für verschiedene explizite Formen der Funktion f .�i IDi;k�1ICi;k�1/

die allgemeinen Modellannahmen (BAD 1) bis (BAD 4) betrachtet und die Schätzer für

ac
k
und bc

k
sowie OEŒCi;k �Ci;k�1jAi;k�1� bestimmt. Eine genaue Festlegung der Funktion

f ist notwendig, da ansonsten weitere Berechnungen wie etwa die Fehlerabschätzung für

das Verfahren, nicht möglich sind. Auch ist es das erklärte Ziel dieser Arbeit, ein voll-

ständig in die Praxis umsetzbares Reserveverfahren zu entwickeln. Aus diesem Grund

muss vom allgemeinen Modellansatz, bei welchem die Funktionsvorschrift von f varia-

bel gehalten ist, zu einer konkreten Form der Funktion f übergegangen werden.

Da es bei der Erschlieÿung des Themas der Bachelorarbeit mehrere mögliche Ansät-

ze für das Verfahren gab, werden an dieser Stelle fünf mögliche Formen der Funktion

f vorgestellt und diskutiert. Jeder Ansatz erhält am Ende eine kurze Kommentierung.

Anschlieÿend wird ein Modellansatz als �Bester� ausgewählt und fortan als alleiniger

weiterverfolgt. Wie im vorigen Abschnitt �ndet die Betrachtung der Ansätze wieder aus-

schlieÿlich für die Schadenzahlungen (Paid) statt.

2.2.1 (Incurred-Paid)/Prämie

Bei diesem Modellansatz wird die Funktion f de�niert als f W .�i IDi;k�1ICi;k�1/ 7!
Di;k�1�Ci;k�1

�i
. Es wird also eine Abhängigkeit der zukünftigen Zuwächse von der Reser-

vequote des Vorjahres angenommen. Diese ergibt sich als Quotient aus Vorjahresreserve

Di;k�1 � Ci;k�1 und Prämie �i .

Für diesen Ansatz ergeben sich folgende Modellannahmen:

(BAD 1) Unabhängigkeitsannahmen:

(BAD 1.1) Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.

(BAD 1.2) Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.

(BAD 1.3) Der in f enthaltene Reservestand des Anfalljahres i , d. h. die Di�erenz

Di;k�1 �Ci;k�1 ist sowohl unabhängig von der vorangegangenen bekannten

Paid-Entwicklung, als auch von der vorangegangenen bekannten Incurred-

Entwicklung, d.h. unabhängig von Ci;k�1 und unabhängig vonDi;k�1. (BAD
1.3) wird aber auch bereits durch die Unabhängigkeitsannahme (BAD 1.1)

und die Erwartungswertannahme (BAD 2.1) impliziert, da die Unabhän-

gigkeit der Zuwächse Sc
i;k
D Ci;k �Ci;k�1 und die Erwartungswertannahme

nur dann gemeinsam erfüllt sein können, wenn die Reserve unabhängig von

den vergangenen Zuwächsen ist.

(BAD 2) Erwartungswertannahmen: Es gibt ac
k
; bc
k
; ad
k
; bd
k
2 R mit
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(BAD 2.1) E

�
Ci;k�Ci;k�1

�i
jAi;k�1

�
D ac

k
C bc

k
�
Di;k�1�Ci;k�1

�i
8i; k

(BAD 2.2) E

�
Di;k�Di;k�1

�i
jAi;k�1

�
D ad

k
C bd

k
�
Ci;k�1�Di;k�1

�i
8i; k

(BAD 3) Varianzannahmen: Analog zu den Annahmen des allg. Modelansatzes.

(BAD 4) Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.

Das Berechnen der Minimum-Quadrat-Schätzer ergibt für diesen Ansatz folgende Ergeb-

nisse:

Obck D

n�kC1X
iD1

�
Ci;k � Ci;k�1

� �Di;k�1 � Ci;k�1
�i

�Qck�1

�
n�kC1X
iD1

�i

�
Di;k�1 � Ci;k�1

�i
�Qck�1

�2
mit

Qck�1 WD

n�kC1X
iD1

�
Di;k�1 � Ci;k�1

�
n�kC1X
iD1

�i

die durchschnittliche Reservequote über die bekannten Werte (linkes oberes Dreieck) des

Entwicklungsjahres k � 1.

Oack D Om
c
k �
Obck �Q

c
k�1

mit

Omck WD

n�kC1X
iD1

.Ci;k � Ci;k�1/

n�kC1X
iD1

�i

dem AUSQZ-Schätzer für das Entwicklungsjahr k aus dem klassischen Additivem Ver-

fahren.

Als Schätzer für den Zuwachs ergibt sich

OE
�
Ci;k � Ci;k�1jAi;k�1

�
D �i

h
Omck C

O�ck �
O�c
k

O!c
k�1

�

�
Di;k�1 � Ci;k�1

�i
�Qck�1

�i
;
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wobei �c
k
gemäÿ Bemerkung 2.1.3 den prämiengewichteten empirischen Korrelationsko-

e�zienten zwischen dem Schadenquotenzuwachs Ci;k�Ci;k�1

�i
und der Reservequote des

Vorjahres Di;k�1�Ci;k�1

�i
über alle bekannten Anfalljahre i für ein festes Entwicklungsjahr

k darstellt.

Diskussion

Modellansatz 2.2.1 steht in keinerlei Kon�ikt mit den im allgemeinen Modellansatz ge-

machten Annahmen. Aus Sicht der Praxis scheint es sinnvoll, eine Abhängigkeit zwischen

Schadenquotenzuwachs und vorhandener Reservequote zu unterstellen, da in Anfalljah-

ren mit hoher Reserve höhere Auszahlungen zu erwarten sind, als in Anfalljahren mit

niedriger Reserve. Ferner spricht für diesen Modellansatz, dass er bereits in der DAV

Spezialwissenprüfung über Schadenversicherung als Analogon zum Munich Chain Lad-

der für das Additive Verfahren vorgestellt wurde (vgl. [DAV13, Aufgabe 2.4.2]). Dieser

Ansatz, ist der Vielversprechenste und wird, nachdem die Ansätze 2.2.2 bis 2.2.5 vor-

gestellt und kommentiert wurden, als alleiniges Modell anhand von realen Daten in die

Praxis umgesetzt.

2.2.2 Incurred/Paid

Bei diesem Modellansatz wird die Funktion f de�niert als f W .�i IDi;k�1ICi;k�1/ 7!
Di;k�1

Ci;k�1
. Es wird also eine Abhängigkeit der zukünftigen Zuwächse vom Verhältnis zwi-

schen Aufwand und Zahlung unterstellt.

Für diesen Ansatz ergeben sich folgende Modellannahmen:

(BAD 1) Unabhängigkeitsannahmen:

(BAD 1.1) Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.

(BAD 1.2) Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.

(BAD 1.3) Der Quotient Di;k�1

Ci;k�1
ist unabhängig von der vorangegangenen Paid-

Entwicklung Ci;k�1 und unabhängig von der vorangegangenen Incurred-

EntwicklungDi;k�1. Auch hier gilt, dass die Unabhängigkeitsannahme (BAD
1.3) eigentlich auch aus der Unabhängigkeitsannahmen (BAD 1.1) und der

Erwartungswertannahme (BAD 2.1) implizit gefolgert werden kann.

(BAD 2) Erwartungswertannahmen: Es gibt ac
k
; bc
k
; ad
k
; bd
k
2 R mit

(BAD 2.1) E

�
Ci;k�Ci;k�1

�i
jAi;k�1

�
D ac

k
C bc

k
�
Di;k�1

Ci;k�1
8i; k

(BAD 2.2) E

�
Di;k�Di;k�1

�i
jAi;k�1

�
D ad

k
C bd

k
�
Ci;k�1

Di;k�1
8i; k

(BAD 3) Varianzannahmen: Analog zu den Annahmen des allg. Modelansatzes.
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(BAD 4) Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.

Das Berechnen der Minimum-Quadrat-Schätzer ergibt für diesen Ansatz folgende Ergeb-

nisse:

Obck D

n�kC1X
iD1

.Ci;k � Ci;k�1/
�Di;k�1
Ci;k�1

�Qck�1

�
n�kC1X
iD1

�i

�Di;k�1
Ci;k�1

�Qck�1

�2
mit

Qck�1 WD

n�kC1X
iD1

�i
Di;k�1

Ci;k�1

n�kC1X
iD1

�i

das durchschnittliche Incurred zu Paid Verhältnis über die bekannten Werte (linkes obe-

res Dreieck) des Entwicklungsjahres k � 1.

Oack D Om
c
k �
Obck �Q

c
k�1

mit

Omck WD

n�kC1X
iD1

.Ci;k � Ci;k�1/

n�kC1X
iD1

�i

dem AUSQZ-Schätzer für das Entwicklungsjahr k aus dem klassischen Additivem Ver-

fahren.

Als Schätzer für den Zuwachs ergibt sich

OE
�
Ci;k � Ci;k�1jAi;k�1

�
D �i

h
Omck C

O�ck �
O�c
k

O!c
k�1

�

�
Di;k�1

Ci;k�1
�Qck�1

�i
;

wobei �c
k
gemäÿ Bemerkung 2.1.3 den prämiengewichteten empirischen Korrelationskoef-

�zienten zwischen dem Schadenquotenzuwachs Ci;k�Ci;k�1

�i
und dem Incurred/Paid-Stand

des Vorjahres Di;k�1

Ci;k�1
über alle bekannten Anfalljahre i für ein festes Entwicklungsjahr k

darstellt.
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Diskussion

Dieser Ansatz stellt die Übertragung des Ansatzes von Mack aus dem Munich Chain

Ladder auf Zuwachsquoten dar(vgl. [Mac09, S. 9]). Dieser passt allgemein besser in die

Chain Ladder als in die additive Reservebestimmung, da die Form der Funktion f eher an

einem multiplikativen Zuschlagsfaktor erinnert. Weitere Überlegungen zu diesem Ansatz

werden deshalb in dieser Arbeit nicht ausgeführt.

2.2.3 Incurred-Paid

Bei diesem Modellansatz ist die Funktion f de�niert als f W .�i IDi;k�1ICi;k�1/ 7!

Di;k�1 � Ci;k�1. Es wird also eine Abhängigkeit der zukünftigen Zuwächse von der Vor-

jahresreserve unterstellt.

Für diesen Ansatz ergeben sich folgende Modellannahmen:

(BAD 1) Unabhängigkeitsannahmen:

(BAD 1.1) Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.

(BAD 1.2) Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.

(BAD 1.3) Die Di�erenz Di;k�1 � Ci;k�1 ist unabhängig von der vorangegangenen be-

kannten Paid-Entwicklung Ci;k�1 und sie ist unabhängig von der vorange-

gangenen bekannten Incurred-Entwicklung Di;k�1.

(BAD 2) Erwartungswertannahmen: Es gibt ac
k
; bc
k
; ad
k
; bd
k
2 R mit

(BAD 2.1) E

�
Ci;k�Ci;k�1

�i
jAi;k�1

�
D ac

k
C bc

k
� .Di;k�1 � Ci;k�1/ 8i; k

(BAD 2.2) E

�
Di;k�Di;k�1

�i
jAi;k�1

�
D ad

k
C bd

k
� .Ci;k�1 �Di;k�1/ 8i; k

(BAD 3) Varianzannahmen: Analog zu den Annahmen des allg. Modelansatzes.

(BAD 4) Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.

Das Berechnen der Minimum-Quadrat-Schätzer ergibt für diesen Ansatz folgende Ergeb-

nisse:

Obck D

n�kC1X
iD1

.Ci;k � Ci;k�1/.Di;k�1 � Ci;k�1 �Q
c
k�1/

n�kC1X
iD1

�i .Di;k�1 � Ci;k�1/ �Q
c
k�1/

2
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mit

Qck�1 WD

n�kC1X
iD1

�i .Di;k�1 � Ci;k�1/

n�kC1X
iD1

�i

der durchschnittliche absolute Reservestand über die bekannten Werte (linkes oberes

Dreieck) des Entwicklungsjahres k � 1.

Oack D Om
c
k �
Obck �Q

c
k�1

mit

Omck WD

n�kC1X
iD1

.Ci;k � Ci;k�1/

n�kC1X
iD1

�i

dem AUSQZ-Schätzer für das Entwicklungsjahr k aus dem klassischen Additivem Ver-

fahren.

Als Schätzer für den Zuwachs ergibt sich

OE
�
Ci;k � Ci;k�1jAi;k�1

�
D �i

h
Omck C

O�ck �
O�c
k

O!c
k�1

�
�
Di;k�1 � Ci;k�1 �Q

c
k�1

� i
;

wobei �c
k
gemäÿ Bemerkung 2.1.3 den prämiengewichteten empirischen Korrelationskoef-

�zienten zwischen dem Schadenquotenzuwachs Ci;k�Ci;k�1

�i
und der Reserve des Vorjahres

Di;k�1 � Ci;k�1 über alle bekannten Anfalljahre i für ein festes Entwicklungsjahr k dar-

stellt.

Diskussion

Das Problem bei diesem Ansatz ist, dass man mit einer absoluten Reserve rechnet und

nicht mit der Reservequote wie unter 2.1.1 In der Erwartungswertannahme (BAD 2.1)

wird die relative Gröÿe Ci;k�Ci;k�1

�i
als von der absoluten Gröÿe Di;k�1�Ci;k�1 abhängig

angenommen. Dies würde z. B. bei einem wachsendem Portfolio zu steigenden Scha-

denquotenzuwächsen führen, da die absolute Reserve umso gröÿer ist, je mehr Geschäft

gezeichnet wird. Diese Voraussetzung ist in der Realität i. d. R. nicht erfüllt, da in Jahren

in denen mehr Versicherungsgeschäft gezeichnet wurde in keinster Weise eine schlechtere

Schadenabwicklung folgen muss. Unter diesem Aspekt wird dieser Modellansatz als für
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die Praxis untauglich erachtet und im weiteren nicht mehr verfolgt.

2.2.4 |Incurred-Paid|/Prämie

Bei diesem Modellansatz ist die Funktion f de�niert als f W .�i IDi;k�1ICi;k�1/ 7!
jDi;k�1�Ci;k�1j

�i
. Es wird also eine Abhängigkeit der zukünftigen Zuwächse vom Quotien-

ten der betragsmäÿigen Vorjahresdi�erenz zwischen Incurred und Paid und der Prämie

unterstellt.

Für diesen Ansatz ergeben sich folgende Modellannahmen:

(BAD 1) Unabhängigkeitsannahmen:

(BAD 1.1) Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.

(BAD 1.2) Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.

(BAD 1.3) Die betragsmäÿige Di�erenz jDi;k�1�Ci;k�1j ist unabhängig von der voran-

gegangenen bekannten Paid-Entwicklung Ci;k�1 und sie ist unabhängig von

der vorangegangenen bekannten Incurred-Entwicklung Di;k�1.

(BAD 2) Erwartungswertannahmen: Es gibt ac
k
; bc
k
; ad
k
; bd
k
2 R mit

(BAD 2.1) E

�
Ci;k�Ci;k�1

�i
jAi;k�1

�
D ac

k
C bc

k
�
jDi;k�1�Ci;k�1j

�i
8i; k

(BAD 2.2) E

�
Di;k�Di;k�1

�i
jAi;k�1

�
D ad

k
C bd

k
�
jCi;k�1�Di;k�1j

�i
8i; k

(BAD 3) Varianzannahmen: Analog zu den Annahmen des allg. Modelansatzes.

(BAD 4) Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.

Das Berechnen der Minimum-Quadrat-Schätzer ergibt für diesen Ansatz folgende Ergeb-

nisse:

Obck D

n�kC1X
iD1

.Ci;k � Ci;k�1/
�
jDi;k�1 � Ci;k�1j

�i
�Qck�1

�
n�kC1X
iD1

.jDi;k�1 � Ci;k�1j �Q
c
k�1

�i /
2

�i
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mit

Qck�1 WD

n�kC1X
iD1

jDi;k�1 � Ci;k�1j

n�kC1X
iD1

�i

die durchschnittliche betragsmäÿige Di�erenz zwischen Incurred und Paid über die be-

kannten Werte (linkes oberes Dreieck) des Entwicklungsjahres k � 1.

Oack D Om
c
k �
Obck �Q

c
k�1

mit

Omck WD

n�kC1X
iD1

.Ci;k � Ci;k�1/

n�kC1X
iD1

�i

dem AUSQZ-Schätzer für das Entwicklungsjahr k aus dem klassischen Additivem Ver-

fahren.

Als Schätzer für den Zuwachs ergibt sich

OE
�
Ci;k � Ci;k�1jAi;k�1

�
D �i

h
Omck C

O�ck �
O�c
k

O!c
k�1

�

�
jDi;k�1 � Ci;k�1j

�i
�Qck�1

�i
;

wobei �c
k
gemäÿ Bemerkung 2.1.3 den prämiengewichteten empirischen Korrelations-

koe�zienten zwischen dem Schadenquotenzuwachs Ci;k�Ci;k�1

�i
und der betragsmäÿigen

Reservequote des Vorjahres jDi;k�1�Ci;k�1j

�i
über alle bekannten Anfalljahre i für ein festes

Entwicklungsjahr k darstellt.

Diskussion

Dieser Ansatz hat die Schwäche, dass eine negative Reserve (Paid>Incurred) sich im

gleichen Maÿe in den Berechnungen auswirkt wie eine positive Reserve (Paid<Incurred).

Folglich würde dies in beiden Fällen zur selben Schätzung des Schadenquotenzuwachses

führen. Dies ist in der Realität wenig sinnvoll, denn tendenziell erwartet man bei einer

negativen Reserve Rückzahlungen und daher negative Schadenquotenzuwächse, während

man bei einer positiven Reserve weitere Auszahlungen und positive Schadenquotenzu-

wächse erwartet. Unter diesem Aspekt scheidet auch dieser Modellansatz für die Praxis

aus und wird im weiteren nicht mehr verfolgt.
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2.2.5 Incurred/Prämie

Bei diesem Modellansatz ist die Funktion f de�niert als f W .�i IDi;k�1ICi;k�1/ 7!
Di;k�1

�i
. Es wird also eine Abhängigkeit der zukünftigen Zuwächse von der Incurred-

Schadenquote des vorigen Entwicklungsjahres unterstellt.

Für diesen Ansatz ergeben sich folgende Modellannahmen:

(BAD 1) Unabhängigkeitsannahmen:

(BAD 1.1) Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.

(BAD 1.2) Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.

(BAD 1.3) Die Unabhängigkeitsannahme (BAD 1.3) des allgemeinen Modellansatzes

bereitet beim Anpassen an die jetzige Form der Funktion f Probleme.

Denn f kann nun nicht mehr unabhängig von der vorangegangenen bekann-

ten Paid-Entwicklung Ci;k�1 und der vorangegangenen bekannten Incurred-

Entwicklung Di;k�1 sein, weil Ci;k gemäÿ (BAD 2.1) von Di;k�1 abhängt.

Weiter ist wegen (BAD 2.2) Di;k�1 seinerseits von Ci;k�2 abhängig. So-

mit sind über Di;k�1 die Paid-Stände Ci;k und Ci;k�1 voneinander abhän-

gig. Dies steht jedoch im Widerspruch zur Unabhängigkeitsannahme (BAD

1.1).

(BAD 2) Erwartungswertannahmen: Es gibt ac
k
; bc
k
; ad
k
; bd
k
2 R mit

(BAD 2.1) E

�
Ci;k�Ci;k�1

�i
jAi;k�1

�
D ac

k
C bc

k
�
Di;k�1

�i
8i; k

(BAD 2.2) E

�
Di;k�Di;k�1

�i
jAi;k�1

�
D ad

k
C bd

k
�
Ci;k�1

�i
8i; k

(BAD 3) Varianzannahmen: Analog zu den Annahmen des allg. Modelansatzes.

(BAD 4) Analog zur Annahme des allg. Modelansatzes.

Das Berechnen der Minimum-Quadrat-Schätzer ergibt für diesen Ansatz folgende Ergeb-

nisse:

Obck D

n�kC1X
iD1

.Ci;k � Ci;k�1/
�Di;k�1

�i
�Qck�1

�
n�kC1X
iD1

.Di;k�1 �Q
c
k�1

�i /
2

�i
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mit

Qck�1 WD

n�kC1X
iD1

Di;k�1

n�kC1X
iD1

�i

die durchschnittliche Incurred-Schadenquote über die bekannten Werte (linkes oberes

Dreieck) des Entwicklungsjahres k � 1.

Oack D Om
c
k �
Obck �Q

c
k�1

mit

Omck WD

n�kC1X
iD1

.Ci;k � Ci;k�1/

n�kC1X
iD1

�i

dem AUSQZ-Schätzer für das Entwicklungsjahr k aus dem klassischen Additivem Ver-

fahren.

Als Schätzer für den Zuwachs ergibt sich

OE
�
Ci;k � Ci;k�1jAi;k�1

�
D �i

h
Omck C

O�ck �
O�c
k

O!c
k�1

�

�
Di;k�1

�i
�Qck�1

�i
;

wobei �c
k
gemäÿ Bemerkung 2.1.3 den prämiengewichteten empirischen Korrelationsko-

e�zienten zwischen dem Schadenquotenzuwachs Ci;k�Ci;k�1

�i
und dem Incurred/Prämie-

Stand des Vorjahres Di;k�1

�i
über alle bekannten Anfalljahre i für ein festes Entwicklungs-

jahr k darstellt.

Diskussion

Durch die Form der Funktion f steckt in diesem Ansatz in gewissermaÿen eine Chain

Ladder Fortsetzung von Paid mit einem individuellen Incurred-Abwicklungsfaktor. Die-

ses Modell passt somit eher zu einen Chain Ladder als zu einem additiven Ansatz. Zudem

hängt nach (BAD 2.1) der Paid-Zuwachs alleine vom Vorjahresstand der kumulierten

Aufwände Di;k�1 ab und nicht von der gemeinsamen Paid- und Incurred-Entwicklung.

Daher würde dieses Verfahren auch nicht gezielt die Lücke zwischen Paid und Incurred

Projektion schlieÿen. Ferner ist die Unabhängigkeitsannahme (BAD 1.3) aus dem allge-

meinen Ansatz nicht problemlos auf das vorliegende Modell übertragbar und es müssten
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unter Umständen einige weitere Annahmen getro�en werden. Überlegungen hierzu wer-

den in dieser Arbeit allerdings nicht mehr ausgeführt und somit auch der Ansatz nicht

mehr weiter verfolgt.
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2.3 Modellauswahl

Nachdem fünf verschiedene Ansätze vorgestellt, diskutiert und Modellansatz 2.2.1 als

�Bester� herausgearbeitet wurde, wird nur noch dieser im Weiteren verfolgt. Die Mo-

dellannahmen dieses Ansatzes werden hier noch einmal wiederholt und werden fortan

vorausgesetzt.

(BAD 1) Unabhängigkeitsannahmen:

(BAD 1.1) Die Paidzuwächse Sc
i;k
D Ci;k � Ci;k�1, 1 � i; k � n sind unabhängig.

(BAD 1.2) Die Incurredzuwächse Sd
i;k
D Di;k �Di;k�1, 1 � i; k � n sind unabhängig.

(BAD 1.3) Der Reservestand des Anfalljahres i , d. h. die Di�erenz Di;k�1 � Ci;k�1 ist

sowohl unabhängig von der vorangegangenen bekannten Paid-Entwicklung

als auch von der vorangegangenen bekannten Incurred-Entwicklung, d.h.

unabhängig von Ci;k�1 und unabhängig von Di;k�1.

(BAD 2) Erwartungswertannahmen: Es gibt ac
k
; bc
k
; ad
k
; bd
k
2 R mit

(BAD 2.1) E

�
Ci;k�Ci;k�1

�i
jAi;k�1

�
D ac

k
C bc

k
�
Di;k�1�Ci;k�1

�i
8i; k

(BAD 2.2) E

�
Di;k�Di;k�1

�i
jAi;k�1

�
D ad

k
C bd

k
�
Ci;k�1�Di;k�1

�i
8i; k

(BAD 3) Varianzannahmen: Es gibt �c
k
; �d
k
in R mit

(BAD 3.1) Var

�
Ci;k�Ci;k�1

�i
jAi;k�1

�
D

.�c
k
/2

�i
8i; k

(BAD 3.2) Var

�
Di;k�Di;k�1

�i
jAi;k�1

�
D

.�d
k
/2

�i
8i; k

(BAD 4) Kovarianzannahme: Es gibt �k in R mit

Cov

"
Ci;k�Ci;k�1

�i
I
Di;k�Di;k�1

�i

ˇ̌̌
Ai;k�1

#
D

�k

�i
8i; k

Zudem sei noch einmal auf die anschauliche Umformung des Schätzers für den Schaden-

zuwachs gemäÿ Satz 2.1.4 und Notation 2.1.5 verwiesen.

OEŒCi;k � Ci;k�1jAi;k�1� D �i
�
Omck C

O�ck �
O�c
k

O!c
k�1

�
�Di;k�1 � Ci;k�1

�i
�Qck�1

��
D �i OQm

c
i;k

OEŒDi;k �Di;k�1jAi;k�1� D �i
�
O
md
k
C O�dk �

O�d
k

O!d
k�1

�
�Ci;k�1 �Di;k�1

�i
�Qdk�1

��
D �i OQm

d
i;k

2.3.1 Bemerkung. Im ausgewählten Modellansatz 2.2.1 ergibt sich für den zu schät-

zenden zukünftigen Schadenzuwachs folgende anschauliche Interpretation.
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Zunächst wird die Abweichung der Reservequote von der durchschnittlichen Reservequote�
Di;k�1�Ci;k�1

�i
�Qc

k�1

�
bestimmt. Mittels dividieren durch den Schätzer der Standard-

abweichung der Reservequote O!c
k�1

ergibt sich ein Faktor der aussagt, um das wie viel fa-

che der Standardabweichung die Reservequote von ihrem Durchschnitt abweicht (Residu-

um). Dieser Faktor wird durch Multiplikation mit dem Schätzer der Standardabweichung

des Schadenquotenzuwachses O�c
k
gewissermaÿen auf die Skala des Schadenquotenzuwachs-

Schätzers normiert. Der sich ergebende Wert wird nun mit dem Korrelationsparameter
O�c
k
multipliziert und zum klassischen Schadenquotenzuwachs-Schätzer Omc

k
addiert.

Somit wird der entwicklungsjahrabhängige Schätzer Omc
k
für jedes Anfalljahr i entwe-

der nach oben oder nach unten korrigiert, je nachdem ob eine über- oder unterdurch-

schnittliche Reservequote vorhanden ist. Der Korrelationsparameter O�c
k
gibt dabei an,

wie stark in den vorhandenen Daten (also in der Vergangenheit) der Ein�uss der Re-

servequote auf die darau�olgenden Schadenquotenzuwächse messbar war und legt somit

fest, in wie weit das Hinzufügen der Incurred-Information Ein�uss auf den klassischen

Schadenquotenzuwachs-Schätzer nehmen soll. Für O�c
k
D 1 wird eine volle Abhängigkeit

des zukünftigen Schadenzuwachses von der Reserve unterstellt.

Für den Spezialfall O�c
k
D 0 hingegen wird angenommen, dass gar kein Ein�uss besteht,

wodurch die Schätzung des Zuwachses dann wieder wie beim klassischen Additiven Ver-

fahren alleine mit dem Schätzer Omc
k
erfolgt. Abschlieÿend wird der künftige Schadenzu-

wachs geschätzt indem der entstandene individuelle Bavarian Additiv Schätzer OQmc
i;k

mit

einem Exposuremaÿ �i (hier der Prämie) multipliziert wird.

2.3.2 Bemerkung. Für die weiteren Berechnungen werden einige spezielle Rechenregeln

für bedingte Erwartungen benötigt. Werden diese im weiteren Verlauf angewendet, so

wird jeweils kurz auf die betre�ende Rechenregel verwiesen. Diese sind übernommen aus

[Mac02, S. 194] und [Mac02, S. 230].

X; Y;Z seien Zufallsvariablen mit existierenden ersten und zweiten Momenten. Sowohl

Y als auch Z können mehrdimensionale Zufallsvariablen (Zufallsvektoren) sein. Es gilt:

1 E
�
EŒX jY;Z�

ˇ̌
Y
�
D EŒX jY � (Satz vom iterierten Erwartungswert)

2 E
�
Xf .Z/jZ

�
D f .Z/EŒX jZ� für eine beliebige messbare Funktion f von Z

3 E
��
X � h.Y /

�2
jY
�
D VarŒX jY � C

�
EŒX jY � � h.Y /

�2
für eine beliebige Funktion h

von Y (verallgemeinerter Verschiebungssatz)

4 VarŒX� D E
�
VarŒX jZ�

�
CVar

�
EŒX jZ�

�
5 CovŒX; Y � D E

�
CovŒX; Y jZ�

�
C Cov

�
EŒX jZ�;EŒY jZ�

�
2.3.3 Satz (Erwartungstreue der Reserveschätzung). Die Schätzer für EŒCi;njAi;n�iC1�
und EŒDi;njAi;n�iC1� sind erwartungstreu, d.h. EŒ OCi;njAi;n�iC1� D EŒCi;njAi;n�iC1� und
EŒ ODi;njAi;n�iC1� D EŒDi;njAi;n�iC1�.
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Beweis. Der Beweis folgt mittels vollständiger Induktion:

Induktionsanfang: Der erste zu schätzende Erwartungswert der Zeile i ist

EŒCi;n�iC2jAi;n�iC1�. Es gilt:

EŒ OCi;n�iC2jAi;n�iC1�

D EŒ�i Oa
c
n�iC2 C

Obcn�iC2.Di;n�iC1 � Ci;n�iC1/C Ci;n�iC1jAi;n�iC1�

D �iEŒ Oa
c
n�iC2jAi;n�iC1�C EŒ Obcn�iC1jAi;n�iC1�.Di;n�iC1 � Ci;n�iC1/C Ci;n�iC1

D �ia
c
n�iC1 C b

c
n�iC1.Di;n�iC1 � Ci;n�iC1/C Ci;n�iC1

D EŒCi;n�iC1jAi;n�iC1�

Induktionsvoraussetzung: Die obige Aussage EŒ OCi;kjAi;n�iC1� D EŒCi;kjAi;n�iC1�
und EŒ ODi;kjAi;n�iC1� D EŒDi;kjAi;n�iC1� sei für k � n � 1 gültig.

Induktionsschritt von n � 1 nach n:

EŒ OCi;njAi;n�iC1�

D EŒ�i Oa
c
n C
Obcn.
ODi;n�1 � OCi;n�1/C OCi;n�1jAi;n�iC1�

D �iEŒ Oa
c
njAi;n�iC1�C EŒ Obcn. ODi;n�1 � OCi;n�1/jAi;n�iC1�C EŒ OCi;n�1jAi;n�iC1�

D �iEŒ Oa
c
njAi;n�iC1�C EŒ Obcn ODi;n�1jAi;n�iC1� � EŒ Obcn OCi;n�1jAi;n�iC1�

C EŒ OCi;n�1jAi;n�iC1�
Rechen-
regel 1
D �iE

�
EŒ OacnjBn�

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
C E

�
EŒ Obcn ODi;n�1jBn�

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
� E

�
EŒ Obcn OCi;n�1jBn�

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
C EŒ OCi;n�1jAi;n�iC1�

Rechen-
regel 2
D �iE

�
EŒ OacnjBn�

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
C E

�
ODi;n�1EŒ Ob

c
njBn�

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
� E

�
OCi;n�1EŒ Ob

c
njBn�

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
C EŒ OCi;n�1jAi;n�iC1�

D �iEŒa
c
njAi;n�iC1�C E

�
ODi;n�1b

c
n

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
� E

�
OCi;n�1b

c
n

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
C EŒ OCi;n�1jAi;n�iC1�

D �ia
c
n C b

c
n

�
E
�
ODi;n�1

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
� E

�
OCi;n�1

ˇ̌
Ai;n�iC1

��
C EŒ OCi;n�1jAi;n�iC1�

Induk-
tionsv.
D �ia

c
n C b

c
n

�
E
�
Di;n�1

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
� E

�
Ci;n�1

ˇ̌
Ai;n�iC1

��
C EŒCi;n�1jAi;n�iC1�

D EŒCi;njAi;n�iC1�

Somit ist die Erwartungstreue der Reserveschätzer bewiesen. Der Beweis für Incurred

verläuft analog.
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2.4 Fehlerabschätzung für den Modellansatz 2.2.1

Nachfolgendes Kapitel behandelt die Fehlerabschätzung des Modells 2.2.1. und orien-

tiert sich im Vorgehen an der Fehlerabschätzung für das Munich Chain Ladder aus der

Verö�entlichung von Mack [Mac09, S. 18 - 23]. Die Angabe der Schätzgenauigkeit der

Punktschätzer für die Reserve ist ein wichtiger Bestandteil beim Aufstellen eines Modells.

Durch sie werden verschiedene Reserveschätzmethoden miteinander vergleichbar gemacht

und die Variabilität der Daten, auf denen die Schätzung basiert, wird ersichtlich. Natür-

lich beinhaltet die Fehlerabschätzung nur solche Abweichungen, die aus dem zugrunde

gelegten Modell stammen. Eine Abschätzung des Fehlers, der auf der Wahl eines falschen

Modells basiert, ist hierbei nicht berücksichtigt (vgl. hierzu [Mac02, S. 229]).

2.4.1 Notation (Reserve). Mit Ri wird die Best Estimate Reserve aller zukünftigen

Verp�ichtungen für in der Vergangenheit eingetretene Schäden bezeichnet. Best Estimate

bedeutet, dass es sich um die reinen rechnerischen Schadenerwartungswerte handelt. Ein

hochgestelltes c bzw. d kennzeichnet die Unterscheidung zwischen der auf Incurred bzw.

Paid berechneten Best Estimate Reserve. ORci bzw. OR
d
i ist der zugehörige Reserveschätzer

für das Anfalljahr i .

Ziel der Reserveberechnung ist es, die Best Estimate Reserve Rci des Anfalljahres i mög-

lichst gut durch einen Schätzer ORci zu prognostizieren. �Möglichst gut� wird dabei durch

die mittlere quadratische Abweichung (auch mittlerer quadratischer Fehler genannt) zwi-

schen Schätzer ORci und Prognoseziel Rci quanti�ziert. Deshalb betrachten wir im Folgen-

den die Gröÿe

EŒ.Rci �
ORci /

2
jBn�;

also die erwartete mittlere quadratische Abweichung, gegeben die bereits bekannte Ent-

wicklung von Paid und Incurred im linken oberen Abwicklungsdreieck [Mac02, S. 229]).

2.4.2 Satz (Gesamtfehlerzerlegung). Der Gesamtfehler der mittleren quadratischen Ab-

weichung

EŒ.Rci �
ORci /

2
jBn�

lässt sich additiv in einem Zufallsfehlerterm VarŒRci jBn� und einen Schätzfehlerterm�
EŒRci jBn� � OR

c
i

�2
zerlegen.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus Bemerkung 2.3.2 Rechenregel 1, dem verallgemei-

nerten Verschiebungssatz. Die dortige Gröÿe h.Y / ist im Modell hier der Schätzer für

die Reserve ORci , der als Funktion der Daten aus dem bekannten Abwicklungsdreieck Bn
gesehen wird. Weiter nimmt Ri den Platz der in 2.3.2 enthaltenen Zufallsvariablen X
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ein. Somit ergibt sich schlieÿlich:

EŒ.Rci �
ORci /

2
jBn� D VarŒRci jBn�„ ƒ‚ …

Zufallsfehler

C
�
EŒRci jBn� � OR

c
i

�2„ ƒ‚ …
Schätzfehler

2.4.3 Satz. Seien Rci und
ORci Reserve und Reserveschätzer für das Anfalljahr i und wei-

ter Ci;n und OCi;n Endschadenstand und Endschadenstandschätzer der Schadenzahlungen

im Anfalljahr i . Dann gilt:

EŒ.Rci �
ORci /

2
jBn� D EŒ.Ci;n � OCi;n/

2
jBn�:

Beweis. Es gilt: OCi;n D
nX
kD1

OSi;k

Weiter gilt: OSi;k D Si;k für alle i und für k � n � i C 1, weil dies die bereits bekannten

Schadenzuwächse (linkes oberes Dreieck) sind. Es lässt sich also schreiben:

OCi;n D

nX
kD1

OSci;k D

n�iC1X
kD1

OSci;k C

nX
kDn�iC2

OSci;k D

n�iC1X
kD1

Sci;k C

nX
kDn�iC2

OSci;k

Somit folgt:

EŒ.Ci;n � OCi;n/
2
jBn� D EŒ

0@ nX
kD1

Sci;k �

0@n�iC1X
kD1

Sci;k C

nX
kDn�iC2

OSci;k

1A1A2 jBn�
D EŒ

� nX
kDn�iC2

Sci;k �

nX
kDn�iC2

OSci;k
�2
jBn�

D EŒ
�
Rci;n �

ORci;n
�2
jBn�

2.4.4 Bemerkung. Wegen Satz 2.4.3 kann im Weiteren die mittlere quadratische Feh-

lerabschätzung von Ci;n � OCi;n betrachtet werden. Analog zu Satz 2.4.2 kann auch hier

die Gesamtfehlerzerlegung durchgeführt werden:

EŒ.Ci;n � OCi;n/
2
jBn� D VarŒCi;njBn�„ ƒ‚ …

Zufallsfehler

C
�
EŒCi;njBn� � OCi;n

�2„ ƒ‚ …
Schätzfehler

Zufalls- und Schätzfehler werden im Weiteren separat geschätzt und dann zum Gesamt-

fehler zusammengefasst.
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2.4.1 Rekursion für den Zufallsfehler im Anfalljahr i

Ziel dieses Abschnittes ist die Abschätzung des Zufallsfehlers VarŒCi;njBn� durch eine

Rekursion.

2.4.5 Bemerkung. Wegen der Unabhängigkeit der Anfalljahre (BAD 1.1) kann die

Menge Bn, unter der bedingt wird, auf das Anfalljahr i eingeschränkt werden. Somit

folgt:

VarŒCi;njBn� D VarŒCi;njAi;n�iC1�

Anfangswert der Rekursion ist der Zufallsfehler im Entwicklungsjahr k D n� i C 1. Dort

gilt Var
�
Ci;k

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
D 0, da dies der letzte bekannte Schadenstand im Anfalljahr i

ist und dieser keiner Schwankung unterliegt. Gleichermaÿen gilt Var
�
Di;k

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
D 0

für k D n � i C 1.

Für k > n � i C 1 müssen die Schadenstände selbst und damit auch ihr Zufallsfehler

geschätzt werden.

Var
�
Ci;k

ˇ̌
Ai;n�iC1

� Rechen-
regel 4
D Var

�
EŒCi;kjAi;k�1�

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
C E

�
VarŒCi;kjAi;k�1�

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
D Var

�
�ia

c
k C b

c
k.Di;k�1 � Ci;k�1/C Ci;k�1

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
CE

�
.�ck /

2�i jAi;n�iC1
�

D Var
�
�ia

c
k C .1 � b

c
k/Ci;k�1 C b

c
kDi;k�1

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
C .�ck /

2�i

D .1 � bck/
2VarŒCi;k�1

ˇ̌
Ai;n�iC1�C .bck/

2Var
�
Di;k�1

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
C2.1 � bck/b

c
kCov

�
Ci;k�1IDi;k�1

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
C .�ck /

2�i (2.11)

Für Var
�
Di;k

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
ergibt sich mit mit analogen Umformungsschritten:

Var
�
Di;k

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
D .1 � bdk /

2Var
�
Di;k�1

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
C .bdk /

2Var
�
Ci;k�1

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
C 2.1 � bdk /b

d
kCov

�
Di;k�1ICi;k�1

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
C .�ck /

2�i (2.12)

Somit ist eine Rekursion für die beiden Zufallsfehler vorhanden.

Für die Schätzung der in der Rekursion enthaltenen bedingten Kovarianz

Cov
�
Di;k�1ICi;k�1

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
wird Modellannahme (BAD 4) verwendet. Mit dieser Mo-

dellannahme kann nun allgemein für die Kovarianz zwischen Di;k und Ci;k eine rekursive

Berechnungsformel angegeben werden. Anfangswert für die Rekursion ist wieder die Ko-

varianz im letzten bekannten Entwicklungsjahr n � i C 1 mit

CovŒDi;n�iC1ICi;n�iC1jAi;n�iC1� D 0.
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Damit ergibt sich für k > n � i C 1:

CovŒDi;kICi;kjAi;n�iC1�
Rechen-
regel 5
D EŒCovŒDi;kICi;kjAi;k�1�jAi;n�iC1�„ ƒ‚ …

I

CCov
�
EŒCi;kjAi;k�1�IEŒDi;kjAi;k�1�

ˇ̌
Ai;n�iC1

�„ ƒ‚ …
II

I
(BAD 4)
D EŒ�k�i jAi;n�iC1� D �k�i

II D Cov
�
�ia

c
k C b

c
k.Di;k�1 � Ci;k�1/C Ci;k�1I

�ia
d
k C b

d
k .Ci;k�1 �Di;k�1/CDi;k�1

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
D Cov

�
�ia

c
k C b

c
kDi;k�1 C Ci;k�1.1 � b

c
k/I�ia

d
k C b

d
kCi;k�1 CDi;k�1.1 � b

d
k /
ˇ̌
Ai;n�iC1

�
D .1 � bck/b

d
kVar

�
Ci;k�1

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
C bck.1 � b

d
k /Var

�
Di;k�1

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
C
�
bckb

d
k C .1 � b

c
k/.1 � b

d
k /
�
Cov

�
Ci;k�1IDi;k�1

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
Insgesamt folgt:

CovŒDi;kICi;kjAi;n�iC1� D �k�i C .1 � bck/b
d
kVar

�
Ci;k�1

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
C bck.1 � b

d
k /Var

�
Di;k�1

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
C
�
bckb

d
k C .1 � b

c
k/.1 � b

d
k /
�
Cov

�
Ci;k�1IDi;k�1

ˇ̌
Ai;n�iC1

�
(2.13)

Über die drei Gleichungen 2.11, 2.12 und 2.13 kann nun der ZufallsfehlerVarŒCi;njAi;n�iC1�
rekursiv berechnet werden.

2.4.2 Rekursion für den Schätzfehler im Anfalljahr i

Ziel dieses Abschnittes ist, analog zum Zufallsfehler eine rekursive Berechnungsformel für

den Schätzfehler
�
EŒCi;njBn� � OCi;n

�2
anzugeben.

2.4.6 Satz. Seien Ci;n und Di;n die Endschadenstände für Paid und Incurred im Anfall-

jahr i und OCi;n und ODi;n die entsprechenden Schätzer, dann gilt folgender Zusammenhang:

EŒCi;njBn� D EŒ OCi;njBn�iC1�

EŒDi;njBn� D EŒ ODi;njBn�iC1�:
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Beweis.

EŒ OCi;njBn�iC1�

D EŒCi;n�iC1 C �i . OQmi;n�iC2 C OQmi;n�iC3 C :::C OQmi;n/jBn�iC1�

D Ci;n�iC1 C �i .EŒ OQmi;n�iC2 C OQmi;n�iC3 C :::C OQmi;njBn�iC1�/

D Ci;n�iC1 C �i .EŒ OQmi;n�iC2jBn�iC1�C EŒ OQmi;n�iC3jBn�iC1�C :::

C EŒ OQmi;njBn�iC1�/
Rechen-
regel 1
D Ci;n�iC1 C �i .EŒ OQmi;n�iC2jBn�iC1�C E

�
EŒ OQmi;n�iC3jBn�iC2�

ˇ̌
Bn�iC1

�
C :::

C E
�
EŒ OQmi;njBn�1�

ˇ̌
Bn�iC1

�
/

D Ci;n�iC1 C �i . Qmi;n�iC2 C E
�
Qmi;n�iC3

ˇ̌
Bn�iC1

�
C :::C

�
EŒ Qmi;n

ˇ̌
Bn�iC1

�
/

D Ci;n�iC1 C �i . Qmi;n�iC2 C Qmi;n�iC3 C :::C Qmi;n/

D EŒCi;njBn�

2.4.7 Bemerkung. Mit Satz 2.4.6 kann der Schätzfehler wie folgt umgeschrieben wer-

den:
�
EŒCi;njBn� � OCi;n

�2
D
�
OCi;n � EŒ OCi;njBn�iC1�

�2
Weiter betrachten wir noch die folgende Erweiterung:

E
��
OCi;n � EŒ OCi;njBn�iC1�

�2
jBn�iC1

�
D VarŒ OCi;njBn�iC1

�
Nachfolgend werden wir per Rekursion einen Schätzer für die Gröÿe VarŒ OCi;njBn�iC1

�
berechnen. Der durch die Erweiterung zusätzlich hinzugefügte bedingte Erwartungswert

wird später an geeigneter Stelle wieder weggelassen, wodurch wir dann nur noch eine ap-

proximativ gültige Rekursion erhalten (vergleiche dieses Vorgehen mit [Mac02, S. 253]).

Der Startwert der Rekursion wird erneut durch die Schwankung 0 bei der letzten be-

kannten Gröÿen vorgegeben:

Für k D n � i C 1 gilt: Var
�
OCi;k

ˇ̌
Bn�iC1

�
D 0

Für k > n � i C 1 gilt:

Var
�
OCi;k

ˇ̌
Bn�iC1

� Rechen-
regel 4
D Var

�
EŒ OCi;kjBk�1�

ˇ̌
Bn�iC1

�„ ƒ‚ …
A

CE
�
VarŒ OCi;kjBk�1�

ˇ̌
Bn�iC1

�„ ƒ‚ …
B
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A D E
�
VarŒ OCi;kjBk�1�

ˇ̌
Bn�iC1

�
D E

�
VarŒ�i Oa

c
k C
Obck.
ODi;k�1 � OCi;k�1/C OCi;k�1jBk�1

�
jBn�iC1

�
Gl.
(2.3)
D E

�
VarŒ�i . Om

c
k �
ObckQ

c
k�1/C

Obck.
ODi;k�1 � OCi;k�1/C OCi;k�1jBk�1

�
jBn�iC1

�
D E

�
VarŒ�i Om

c
k C
Obck.
ODi;k�1 � OCi;k�1 � �iQ

c
k�1/C

OCi;k�1jBk�1
�
jBn�iC1

�
D E

�
.�i /

2VarŒ OmckjBk�1�C . ODi;k�1 � OCi;k�1 � �iQ
c
k�1/

2VarŒ ObckjBk�1�

C 2.�i /. ODi;k�1 � OCi;k�1 � �iQ
c
k�1/CovŒ Om

c
kI
ObckjBk�1�

ˇ̌
Bn�iC1

�
D E

�
.�i /

2VarŒ OmckjBk�1�C . ODi;k�1 � OCi;k�1 � �iQ
c
k�1/

2VarŒ ObckjBk�1�
ˇ̌
Bn�iC1

�
� .�i /

2VarŒ OmckjBk�1�C . ODi;k�1 � OCi;k�1 � �iQ
c
k�1/

2VarŒ ObckjBk�1� (2.14)

Dabei folgt die letzte Gleichheit mit Lemma 2.1.14 und die Umformung der letzten Zeile

geht aus Bemerkung 2.4.7 hervor.

Für die beiden Gröÿen VarŒ Omc
k
jBk�1� und VarŒ Obc

k
jBk�1� verwenden wir die Schätzer aus

nachfolgendem Lemma 2.4.9, für welches wir aber noch folgende Notation einführen müs-

sen.

2.4.8 Notation (Varianzschätzer). Nachfolgend wird mit OVarŒ:::� ein Schätzer für die Va-

rianz bezeichnet. Dieser entsteht, indem in die Varianzannahmen des Modells die Schätzer

für die Parameter eingesetzt werden.

Gleiches gilt für OCovŒ� � � �, welches einen Schätzer für die Kovarianz bezeichnet.

2.4.9 Lemma. Seien Omc
k
und Obc

k
die für den Modellansatz 2.2.1 eingeführten Schätzer,

dann lässt sich ihre bedingte Varianz abschätzen durch

OVarŒ Omc
k
jBk�1� D

. O�c
k
/2

n�kC1X
iD1

�i

und OVarŒ Obc
k
jBk�1� D

. O�c
k
/2

n�kC1X
iD1

�i
�Di;k�1 � Ci;k�1

�i
�Qck�1

�2 .
Beweis. Aus Lemma 2.1.12 aus dem allgemeinen Modellansatz ist bekannt:

VarŒ Omc
k
jBk�1� D

.�c
k
/2

n�kC1X
iD1

�i

und VarŒ Obc
k
jBk�1� D

.�c
k
/2

n�kC1X
iD1

�i
�
fi;k�1 �Q

c
k�1

�2
Gemäÿ der Modellwahl in Abschnitt 2.3 gilt fi;k�1 D

Di;k�1�Ci;k�1

�i
. Wird diese Form für

fi;k�1 eingesetzt und zusätzlich noch der Schätzer . O�c
k
/2 aus Gleichung (2.7) für .�c

k
/2

eingesetzt, so folgt die Behauptung.
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Nun setzen wir wieder die Berechnung von Var
�
OCi;k

ˇ̌
Bn�iC1

�
fort.

B D Var
�
EŒ OCi;kjBk�1�

ˇ̌
Bn�iC1

�
D Var

�
EŒ�i Oa

c
k C
Obck.
ODi;k�1 � OCi;k�1/C OCi;k�1jBk�1�

ˇ̌
Bn�iC1

�
D Var

�
�iEŒ Oa

c
kjBk�1�C EŒ ObckjBk�1�. ODi;k�1 � OCi;k�1/C OCi;k�1

ˇ̌
Bn�iC1

�
D Var

�
�ia

c
k C b

c
k.
ODi;k�1 � OCi;k�1/C OCi;k�1

ˇ̌
Bn�iC1

�
D Var

�
�ia

c
k C .1 � b

c
k/
OCi;k�1 C b

c
k
ODi;k�1

ˇ̌
Bn�iC1

�
D .1 � bck/

2Var
�
OCi;k�1

ˇ̌
Bn�iC1

�
C .bck/

2Var
�
ODi;k�1

ˇ̌
Bn�iC1

�
C 2.1 � bck/b

c
kCov

�
OCi;k�1I ODi;k�1

ˇ̌
Bn�iC1

�
(2.15)

An dieser Stelle wird eine Abschätzung für die Kovarianz zwischen OCi;k�1 und ODi;k�1
benötigt. Dies erfolgt erneut über eine (approximativ gültige) Rekursion mit Anfangswert

Cov
�
OCi;kI ODi;k

ˇ̌
Bn�iC1

�
D 0 für k D n � i C 1.

Für k > n � i C 2 gilt:

Cov
�
OCi;k�1I ODi;k�1

ˇ̌
Bn�iC1

� Rechen-
regel 5
D Cov

�
EŒ OCi;k�1jBk�2�IEŒ ODi;k�1jBk�2�

ˇ̌
Bn�iC1

�„ ƒ‚ …
C

CE
�
CovŒ OCi;k�1I ODi;k�1jBk�2�

ˇ̌
Bn�iC1

�„ ƒ‚ …
D

C D Cov
�
EŒ OCi;k�1jBk�2�IEŒ ODi;k�1jBk�2�

ˇ̌
Bn�iC1

�
D Cov

�
EŒ�i Oa

c
k�1 C

Obck�1.
ODi;k�2 � OCi;k�2/C OCi;k�2jBk�2�I

EŒ�i Oa
d
k�1 C

Obdk�1.
OCi;k�2 � ODi;k�2/C ODi;k�2jBk�2�

ˇ̌
Bn�iC1

�
D Cov

�
�ia

c
k�1 C .1 � b

c
k�1/

OCi;k�2 C b
c
k�1
ODi;k�2I

�ia
d
k�1 C .1 � b

d
k�1/

ODi;k�2 C b
d
k�1
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d
k�1VarŒ

OCi;k�2jBn�iC1�C bck�1.1 � b
d
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ODi;k�2jBn�iC1�C�
bck�1b

d
k�1 C .1 � b

c
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d
k�1/

�
CovŒ OCi;k�2I ODi;k�2jBn�iC1� (2.16)

D D E
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CovŒ OCi;k�1I ODi;k�1jBk�2�
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Bn�iC1

�
D E

�
CovŒ�i Oa

c
k�1 C
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�i Oa
d
k�1 C
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OCi;k�2 � ODi;k�2/C ODi;k�2jBk�2�

ˇ̌
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�
Mit Oad

k�1
D Omd

k�1
� Obd

k�1
Qd
k�2

und Oac
k�1
D Omc

k�1
� Obc

k�1
Qc
k�2

(gemäÿ Gleichung (2.3))

gilt:
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D D E
�
CovŒ�i . Om

c
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c
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d
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�

Nachfolgend setzen wir als abkürzende Schreibweise OXc
k�2
D ODi;k�2 � OCi;k�2 � �iQ

c
k�2

und OXd
k�2
D OCi;k�2 � ODi;k�2 � �iQ

d
k�2

.
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Die letzte Umformung, das Weglassen des bedingten Erwartungswertes geht wie vorher

auf die Bemerkung 2.4.7 zurück. Die vier verbleibenden Kovarianzen werden mit folgen-

dem Lemma geschätzt.

2.4.10 Lemma. Seien Omc
k
; Obc
k
; Omd

k
und Obd

k
die Schätzer der gleichnamigen Parameter aus

Modellansatz 2.2.1 und Bk�2 die bekannte Schadenabwicklung des linken oberen Dreiecks

gemäÿ Notation 2.1.9. Es gilt:
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jBk�2� D O�k�1

n�kC2X
iD1

�i
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�i .Y
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2
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�i
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D
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�i
�Qd

k�2
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4. dCovŒ Obd
k�1
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k�1
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�i .Y
c
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2

Beweis. Der Beweis wird exemplarisch für 1. durchgeführt, für 2. bis 4. verläuft er dann

analog.
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Die Behauptung folgt durch Einsetzen des Schätzers O�k�1 aus Gleichung (2.9) für �k�1.

Mit den Gleichungen (2.16) und (2.17) ist nun eine rekursive Berechnungsformel für

Cov
�
OCi;k�1I ODi;k�1

ˇ̌
Bn�iC1

�
vorhanden. Insgesamt ergibt sich mit den Gleichungen (2.14),

(2.15), (2.16) und (2.17) für den Schätzfehler folgende approximativ gültige Rekursions-

formel:
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i
In dieser Formel werden für bk die entsprechenden erwartungstreuen Schätzer eingesetzt,

für die Varianzen von mk und bk die Schätzer aus Lemma 2.4.9 und für die Kovarianzen

zwischen mk und bk die Schätzer aus Lemma 2.4.10 verwendet. Die Kovarianz zwischen

C und D wird gemäÿ angegebener Rekursionsformel ermittelt.

Somit ist eine komplette Rekursion für die Abschätzung des Schätzfehlers gegeben und

es kann im Weiteren die Berechnung eines Gesamtfehlers betrachtet werden.

2.4.3 Fehlerabschätzung für die Gesamtreserve

In diesem Abschnitt soll eine Abschätzung des Fehlers für die Gesamtreserve Rc bzw.

Rd bestimmt werden. Die Gesamtreserve und der Schätzer für die Gesamtreserve sind

wie folgt de�niert:

2.4.11 Notation (Gesamtreserve, Gesamtreserveschätzer). Seien Rci und R
d
i die Reserve

des Anfalljahres i und ORci und ORdi die zugehörigen Schätzer der Reserve, dann ist die

Gesamtreserve bzw. deren Schätzer über alle Anfalljahre de�niert als:

Rc D

nX
iD2

Rci ; Rd D

nX
iD2

Rdi ; bzw: ORc D

nX
iD2

ORci ;
ORd D

nX
iD2

ORdi

Analog zur Fehlerabschätzung des Anfalljahres i betrachten wir für die Gesamtreserve

die mittlere quadratische Abweichung zwischen Rc und ORc gegeben die bereits bekannte

Entwicklung von Paid und Incurred. Wir betrachten also

E
h� nX

iD2

Rci �

nX
iD2

ORci

�2 ˇ̌̌
Bn
i

bzw. dessen Zusammensetzung als Summe aus Zufalls- und Schätzfehler.
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E
h� nX
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nX
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„ ƒ‚ …
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h nX
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h nX
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Bn
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�

nX
iD2

ORci

�2
„ ƒ‚ …

Schätzfehler

Gemäÿ Satz 2.4.3 und Bemerkung 2.4.4 kann dazu auch äquivalent betrachtet werden:

E
h� nX

iD2

Ci;n �

nX
iD2

OCi;n

�2 ˇ̌̌
Bn
i

„ ƒ‚ …
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D Var
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h nX
iD2
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Bn

i
�

nX
iD2

OCi;n

�2
„ ƒ‚ …

Schätzfehler

Im folgendem wollen wir wieder Zufalls- und Schätzfehler separat betrachten.

Der Zufallsfehler kann aufgrund der Unabhängigkeit der Anfalljahre (gegeben durch

(BAD 1.1)) und Bemerkung 2.4.5 folgendermaÿen umgeformt werden:

Var
h nX
iD2

Ci;n

ˇ̌̌
Bn

i
D

nX
iD2

Var
h
Ci;n

ˇ̌̌
Bn
i
D

nX
iD2

Var
h
Ci;n

ˇ̌̌
Ai;n�iC1

i
Der Zufallsfehler für die Gesamtreserve ergibt sich also durch einfaches Summieren des

Zufallsfehlers pro Anfalljahr, für welchen in Abschnitt 2.4.1 die entsprechenden Berech-

nungsformeln hergeleitet wurden.

Der Schätzfehler wird zunächst folgendermaÿen umgeformt:

�
E
h nX
iD2

Ci;n

ˇ̌̌
Bn

i
�

nX
iD2

OCi;n

�2
D

� nX
iD2

�
EŒCi;njBn� � OCi;n

��2
D

nX
iD2

�
EŒCi;njBn� � OCi;n

�2
C 2

nX
i;jD1
i¤j

�
OCi;n � EŒCi;njBn�

��
OCj;n � EŒCj;njBn�

�

Der erste Summand der letzten Zeile kann wie der Zufallsfehler leicht berechnet werden,

da lediglich der Schätzfehler pro Anfalljahr summiert wird. Dieser wurde bereits in Ab-

schnitt 2.4.2 berechnet.

Die Berechnung der Doppelsumme hingegen, erfordert noch weitere Berechnungen, wie

etwa die Bestimmung von CovŒ OCi;kI OCj;kjBn�iC1� für k � n � i C 1 und i ¤ j . Diese

Berechnung überschreitet aber den Umfang der vorliegenden Bachelorarbeit und wird

deshalb nicht weiter ausgeführt.
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3 Praktische Anwendung

3.1 Ziel und Ablauf

Im folgendem Kapitel soll das Bavarian Additiv Verfahren anhand von Sachversicherungs-

daten des BLBV (Bayerische Landesbrand Versicherung AG, München) in die Praxis

umgesetzt werden. Hierzu werden zunächst die vorliegenden Daten dahingehend über-

prüft, ob sie sich für ein additives Reserveverfahren grundsätzlich eignen. Danach wird

untersucht, ob der nötige Zusammenhang zwischen Paid und Incurred für die Anwen-

dung des Bavarian Additivs vorhanden ist. Im Zuge der eigentlichen Reserveberechnung

folgen dann einige Eingri�e in die Daten und speziell getro�ene Annahmen werden genau-

er erläutert. Abschlieÿend wird das Ergebnis der Reserveberechnung mit dem Bavarian

Additiv dem Ergebnis mit dem klassischen Additiven Verfahren gegenübergestellt und

kommentiert.

3.2 Daten und Modellvoraussetzungen

Die vorliegenden Daten, anhand derer das Bavarian Additiv Verfahren in die Praxis um-

gesetzt wird, sind Schadendaten aller Sachversicherungen des gesamten BLBV. Haupt-

anteil dieser Schäden sind Feuerschäden, die beispielsweise aus der Industriefeuerver-

sicherung/Betriebsunterbrechung, der landwirtschaftlichen Feuerversicherung oder der

Wohngebäudeversicherung stammen. Darüber hinaus sind in den Schadendaten noch an-

dere Sachversicherungen, wie beispielsweise Einbruch und Diebstahl oder Leitungswasser

vertreten, allerdings mit einem geringeren Anteil. Die Daten liegen in Form zweier Ab-

wicklungsdreiecke vor, die zum einen die Schadenzahlungen (Paid) und zum anderen die

Schadenaufwände (Incurred) für die Anfalljahre ab 1998 enthalten. Bei den Sachversi-

cherungen handelt es sich um eine sogenannte �short tail� Sparte, d.h. der Groÿteil des

Schadens wird in den ersten Entwicklungsjahren nach dem Anfalljahr reguliert. Daher

sind im nachfolgenden, z.B. beim Überprüfen von Modellvoraussetzungen, die ersten EJ

nach Schadeneintritt von groÿer Bedeutung, wohingegen die EJ am Ende der Schadenab-

wicklung kaum noch Ein�uss auf die Reserveschätzung besitzen. Bevor mit der Reserve-

berechnung begonnen wird, prüfen wir zunächst, ob die gegebenen Daten einen additiven

Modellansatz zulassen. Hierfür wird für festes k der Schadenzuwachs Ci;k � Ci;k�1 für

jedes Anfalljahr i gegen die Prämie �i geplottet und geprüft, ob die Punkte in etwa

auf einer Gerade liegen. Die Steigung der Gerade entspricht dann in etwa dem AUSQZ-

Schätzer mc
k
aus dem klassischen additiven Reserveverfahren.
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Abbildung 1: Plot der Prämie gegen den absoluten Schadenzahlungszuwachs

Abbildung 1 zeigt auf der y-Achse die Schadenzuwächse Ci;k�Ci;k�1 und auf der x-Achse

die zugehörige Prämie für das Anfalljahr i . In vorliegender Gra�k wurden die additiven

Modellvoraussetzungen für die Entwicklungsjahre 2 und 3 für Paid geprüft. Bei beiden

zeigt sich ein positiver linearer Zusammenhang zwischen Prämie und Schadenzuwachs,

wodurch der Annahme, auf diese Daten ein additives Reserveverfahren anzuwenden zu

können, nicht widersprochen werden kann.
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Abbildung 2: Plot der Prämie gegen den absoluten Schadenaufwandszuwachs

Ein ähnliches Bild zeigt sich bei Incurred. Auch hier wurde für die Entwicklungsjahre 2

und 3 der absolute Schadenzuwachs Ci;k � Ci;k�1 gegen die Prämie �i gezeichnet. Beim

Entwicklungsjahr 2 zeigt sich ein positiver linearer Trend. Hingegen beim Entwicklungs-

jahr 3 ein schwach negativer. Dies bedeutet heuristisch gesprochen für Entwicklungsjahr

2: je mehr Prämie vorhanden war, desto höher war der Zuwachs des Schadenaufwands

(Zahlung + Reserve). Für Entwicklungsjahr 3 hingegen bedeutet dies, je mehr Prämie

vorhanden war, desto stärker ging der Schadenaufwand (wenn auch nur leicht) zurück,

d.h. es wurden vor allem Reserven aufgelöst, weil sich eine Besserentwicklung des Scha-

dens als ursprünglich angenommen eingestellt hat. Insgesamt sind für beide Entwick-

lungsjahre lineare Zusammenhänge erkennbar, womit auch dies die Anwendung eines

additiven Reserveverfahrens stützt.

Nachdem nun die Modellvoraussetzungen für das additive Reserveverfahren getestet wur-

den, ist noch zu prüfen, ob der für die sinnvolle Anwendung des Bavarian Additiv notwen-

dige Zusammenhang zwischen den beiden Abwicklungsdreiecken in Form einer Korrelati-

on zwischen Vorjahresreservequote und Schadenquotenzuwachs besteht. Auch hier wird

dies wieder für die für die Reserveberechnung besonders relevanten Entwicklungsjahre 2

und 3 geprüft.
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Abbildung 3: Plot der Reservequote gegen den Schadenquotenzuwachs (Paid)

In Abbildung 3 wurde die Reservequote des Vorjahres Di;k�1�Ci;k�1

�i
auf der x-Achse ge-

gen die Schadenquotenzuwächse Ci;k�Ci;k�1

�i
auf der y-Achse aufgetragen. In der Gra�k

sieht man deutlich, dass eine hohe Reservequote im Vorjahr immer zu einer höheren

Auszahlung im Folgejahr geführt hat. Es besteht also mit hoher Wahrscheinlichkeit eine

positive lineare Abhängigkeit zwischen der Reserve des Vorjahres und dem Schaden-

quotenzuwachs. Somit ist also ein Zusammenhang (Korrelation) zwischen den beiden

Abwicklungsdreiecken vorhanden, was für die Verwendung des Bavarian Additiv spricht.
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Abbildung 4: Plot der Reservequote gegen den Schadenquotenzuwachs (Incurred)

Etwas anders sieht die Situation für die Entwicklungsjahre 2 und 3 bei Incurred aus.

Hier zeigt sich für das Entwicklungsjahr 2 ein eher untypischer positiver linearer Zusam-

menhang zwischen Reservequote des Vorjahres und Schadenquotenzuwachs. Bei Incurred

würde man eher davon ausgehen, dass auf hohe Reserven tendenziell Reserveau�ösungen

bzw. kleinere Zuwächse im Schadenaufwand folgen. Dieser Zusammenhang ist für das

Entwicklungsjahr 3 in Form einer negativen Korrelation leicht zu erkennen. Allgemein

lässt die Gra�k vermuten, dass bei Incurred eine weniger signi�kante Abhängigkeit zwi-

schen Vorjahresreserve und Schadenquotenzuwachs besteht, als dies bei Paid der Fall war.

Heuristisch gesprochen deutet dies darauf hin, dass sich die tatsächliche Schadenabwick-

lung wohl eher an der Incurred als an der Paid-Prognose orientiert. Dass Hinzufügen der

Incurred-Information zu den Paid-Daten hat also einen wesentlich stärkeren Ein�uss auf

die Reserveberechnung als das Hinzufügen der Paid-Information zu den Incurred-Daten.

Dies lässt sich folgendermaÿen erklären: Die hohe beobachtete Abhängigkeit bei Paid

(vgl. Abbildung 3) wird bewirken, dass das Bavarian Additiv die Paid-Prognose stark

zur Incurred-Prognose zieht. Umgekehrt wird dies wegen der schwachen Abhängigkeit

bei Incurred nicht so stark der Fall sein.

3.3 Anpassen der Daten

Bei den vorhandenen Daten handelt es sich nicht um konstruierte, sondern in der Realität

erhobene Schadendaten und diese sind nicht frei Trendentwicklungen. Daher muss im

Weiteren noch ein Eingri� in die Daten in Form von Ausgewichtungen erfolgen bevor mit

der Berechnung von Schätzern begonnen werden kann. Wir betrachten hierfür jeweils für

Paid und Incurred die individuellen Schadenquotenzuwächse Ci;k�Ci;k�1

�i
bzw. Di;k�Di;k�1

�i
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der relevanten Entwicklungsjahre und untersuchen diese auf Trends.

(a) Paid (b) Incurred

Abbildung 5: Schadenquotenzuwächse der Entwicklungsjahre 1 bis 5

Abbildung 5 zeigt die individuellen Schadenquotenzuwächse für Paid und Incurred für alle

Anfalljahre seit 1998 für die Entwicklungsjahre 1 bis 5. Die Zeile LDF (Loss Development

Factor) enthält die gewichteten mittleren Schadenquotenzuwächse je Entwicklungsjahr.

Individuelle Entwicklungsfaktoren die unter dem mittleren Schadenquotenzuwachs liegen

sind grün gefärbt, überdurchschnittliche rot. Beim genaueren betrachten der Abbildun-

gen stellt man fest, dass in den Anfalljahren 1998 bis 2004 bei Paid in den Entwick-

lungsjahren 2 bis 4 eine stark unterdurchschnittliche Entwicklung vorhanden ist. Diese

Abwicklungsfaktoren werden als für heutige Berechnungen nicht mehr repräsentativ ange-

sehen und daher bei der Reserveschätzung ausgewichtet. Dies bedeutet, dass diese Werte

für die Schätzung des LDF und bei sämtlichen anderen zu berechnenden Schätzwerten

nicht mehr miteinbezogen werden. Nachdem die genannten Jahre ausgewichtet werden

ändern sich die LDFs der Entwicklungsjahre 2 bis 4 von 19,45 %, 3,10 % und 0,87 %

auf 20,25 %, 3,71 % und 1,18 %. Bei Incurred lässt sich ein solcher Trend zumindest

im Entwicklungsjahr 2 für die Anfalljahre 1998 bis 2006 erkennen. Da die vorgenomme-

nen Ausgewichtungen für beide Abwicklungsdreiecke möglichst gleich sein sollen, wird

für Incurred aber nur der Zeitraum 1998 bis 2004 im Entwicklungsjahr 2 ausgewichtet.

Nach den Ausgewichtungen änderte sich der LDF von Entwicklungsjahr 2 von 2,08 %

auf 2,95 %. Diese Änderungen mögen zunächst gering erscheinen, besitzen aber aufgrund

der hohen Prämienvolumina durchaus Ein�uss. Ferner haben die ausgewichteten Werte

keinen Ein�uss mehr auf die Bestimmung des Korrelationsparameters �k des Bavarian

Additiv.
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3.4 Residuenkorrelation

Im nächsten Schritt wollen wir die für das Bavarian Additiv wichtige Korrelation zwi-

schen den Abwicklungsdreiecken, welche im Parameter �k erfasst wird, bei den gegebenen

Daten analysieren.

Abbildung 6: Korrelation zwischen Schadenquotenzuwachs und Reservequote des Vor-
jahres pro Entwicklungsjahr (Paid)

Abbildung 6 zeigt die individuelle Korrelation �c
k
zwischen Schadenquotenzuwachs und

Reservequote des Vorjahres für die Paid-Daten. Die Korrelation wird deshalb als �indivi-

duell� bezeichnet, weil sie pro Entwicklungsjahr gemessen wird. Hier ist die individuelle

Korrelation für die Jahre 2 bis 16 abgebildet. Für die letzten beiden Jahre 17 und 18 ist

eine Berechnung aufgrund der wenigen Datenpunkte nicht möglich. Im Entwicklungsjahr

1 existiert keine Vorjahresreservequote und damit auch keine entsprechende Korrelation.

Entgegen dem im Theoriemodell eingeführten entwicklungsjahrabhängigen Korrelations-

parameter �c
k
(�d
k
) ist man in der Praxis aufgrund der Stabilität von Schätzungen daran

interessiert, einen Korrelationsparameter �c (�d ) für alle Entwicklungsjahre gemeinsam

zu schätzen. Hierzu wollen wir nun anhand der anfalljahresabhängigen Korrelation in

Abbildung 6 prüfen, ob der Ansatz einer allgemeinen Korrelation gerechtfertigt ist.

Bei den vorhandenen Korrelationen fällt auf, dass in den ersten Entwicklungsjahren ein

sehr starker positiver Zusammenhang festzustellen ist. Ab ca. Entwicklungsjahr 8 ist die

Korrelation sehr volatil. Dies liegt vor allem daran, dass die Korrelation in späteren Ent-

wicklungsjahren nur mit sehr wenigen Punkten geschätzt werden kann, wie beispielsweise

im EJ 16 mit 3 Werten. Eine gemeinsame Korrelation für alle Entwicklungsjahre anzuset-

zen erscheint nicht angemessen weshalb wir dazu übergehen, den Korrelationsparameter

�c
k
für Gruppen von Entwicklungsjahren über eine Residuenkorrelation zu schätzen (ver-

gleiche dieses Vorgehen mit [QM, S. 25]). Die Verwendung von Residuen ermöglicht es,

durch die Normierung von Werten eine Korrelation für mehrere Entwicklungsjahre ge-

meinsam zu schätzen. Hier erfolgt dies nun für alle EJ ab EJ 8.

Auch für die Entwicklungsjahre 2 bis 7, für die ein sehr starker Zusammenhang zwischen

Reservequote des Vorjahres und Schadenquotenzuwachs messbar ist, wird eine gemein-

same Residuenkorrelation angesetzt. Zum einen, da auch hier aufgrund der Trendberei-

nigung in den Daten die Schätzung der Korrelation teilweise auf eher wenigen Daten-

punkten beruht. Zum anderen deshalb, weil die Schätzung der Korrelation über mehrere

Jahre möglichst stabil bleiben und sich nicht durch jede neu hinzukommende Diagonale

komplett ändern soll. Um diese Stabilität zu erreichen werden also mehrere Entwicklungs-

jahre zu einer Gruppe zusammengefasst und für diese eine gemeinsame Korrelation, auf
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vielen Punkten beruht, geschätzt. Bei den vorliegenden Paid-Daten erfolgt dies nach qua-

litativen Überlegungen für die Entwicklungsjahre 2 bis 7 sowie für die Entwicklungsjahre

8 bis 18.
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Abbildung 7: Residuenplot der Entwicklungsjahre 2 bis 7 für Paid

Abbildung 7 zeigt, wie die gemeinsame Schätzung des Korrelationsparameters �c
k
für

die Entwicklungsjahre 2 bis 7 mittels Residuen erfolgt. Die roten Punkte in der Gra�k

sind die Residuen derjenigen Werte, welche im vorherigen Schritt ausgewichtet wurden.

Diese haben keinen Ein�uss auf die berechnete Korrelation. Die Korrelation wird aus-

schlieÿlich mit den blauen Punkten berechnet, indem gemäÿ einer linearen Regression

eine Ursprungsgerade �optimal� (Minimum-Quadrat-Methode) in die Punkte eingepasst

wird. Deren Steigung gibt die gesuchte Korrelation an. Bei den gegebenen Daten ergibt

sich nun eine Residuenkorrelation von 0,77 bzw. 77 %.
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Abbildung 8: Residuenplot der Entwicklungsjahre 8 bis 18 für Paid

Abbildung 8 zeigt die Schätzung der Korrelation mittels Residuen für die restlichen

Entwicklungsjahre 8 bis 18 von Paid. Hier ergibt sich für den Paramter �c
k
ein Wert von

0,03 bzw. 3 %.

Abbildung 9: Korrelation zwischen Schadenquotenzuwachs und negativer Reservequote
des Vorjahres pro Entwicklungsjahr (Incurred)

Abbildung 9 zeigt die individuelle Korrelation �d
k
zwischen Schadenquotenzuwachs und

negativer Reservequote des Vorjahres für die Incurred-Daten. Man sieht eine sehr volatile

Korrelation zwischen Schadenquotenzuwachs und negativer Reservequote des Vorjahres.

Um eine möglichst stabile Schätzung zu erhalten wird eine gesammelte Residuen Korre-

lation über alle Entwicklungsjahre geschätzt. Gruppen von Entwicklungsjahren zu bilden

wie bei Paid erscheint hier aufgrund der hohen Schwankung nicht sinnvoll.
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Abbildung 10: Residuenplot der Entwicklungsjahre 2 bis 18 für Incurred

In Abbildung 10 sind die Residuen der negativen Reservequote des Vorjahres gegen die

Residuen der Schadenquotenzuwächse von Incurred der Entwicklungsjahre 2 bis 18 ge-

meinsam abgebildet. Rote Punkte bezeichnen wieder die in Abschnitt 3.3 ausgewichteten

Werte. Diese haben auf die Bestimmung des Parameters �d
k
keinen Ein�uss. Insgesamt

ergibt sich durch den Residuen Ansatz ein Parameter �d
k
von 0,19 bzw. 19 %.
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3.5 Vergleich der Verfahren

Abbildung 11: Ergebnisvergleich klassisches Additives Verfahren, Bavarian Additiv

In Abbildung 11 werden nun die Ergebnisse der klassischen Additiven Reserveberechnung

mit denen des Bavarian Additiv verglichen. Hierzu sind in der Gra�k auf der x-Achse

die Anfalljahre 1998 bis 2015 und auf der y-Achse der jeweilige Quotient aus Paid- und

Incurred-Endschadenstand (Ultimate) aufgetragen.

Für das jüngste Anfalljahr 2015 ergibt sich für das klassische Additive Verfahren ein

(P/I)-Endschadenstand von ca. 86 %. Im Vergleich dazu liefert das Bavarian Additiv

einen (P/I)-Endschadenstand von ca. 99 %. Das bedeutet, dass die Lücke, die bei getrenn-

ter Projektion der Endschadenstände mit dem klassischen Additiven Verfahren entsteht,

durch das Bavarian Additiv sehr gut geschlossen wird. Dieser E�ekt ist vor allem bei den

jungen Anfalljahren 2012 bis 2015 zu sehen. Für ältere Anfalljahre vor 2011 ist dieser

E�ekt nicht mehr so stark sichtbar, da diese Anfalljahre schon weitestgehend abgewickelt

sind und daher Paid und Incurred ohnehin schon sehr nahe beieinander liegen.



63

4 Schlussbemerkung

Das Bavarian Additiv hat bei der Anwendung auf echte Daten gezeigt, dass es das ein-

gangs formulierte Ziel sehr gut erfüllt. Es verringert die Lücke zwischen Schadenzahlungs-

und Schadenaufwandsreserveschätzung, die bei Anwendung des klassischen Additiven

Verfahren entsteht, indem es beide Projektionen zusammenführt. Das Verfahren besitzt

ein vollständiges mathematisches Modell, die Schätzung der Parameter beruht auf der

gängigen Methode der kleinsten Quadrate und für alle verwendeten Schätzer wurde die

Erwartungstreue bewiesen. Darüber hinaus ist eine detaillierte Fehlerabschätzung vor-

handen, mit der man eine Aussage über die Qualität der geschätzten Best Estimate

Reserve erhält und mit der man das Verfahren auch mit anderen Reserveverfahren ver-

gleichen kann.

Für eine sinnvolle Anwendung des Bavarian Additiv ist es notwendig, das Modell und

seine Schätzer genau zu kennen bzw. zu wissen, welche reale Gröÿe hinter welchem Schät-

zer im Modell steht. Daher wurde im Theoriekapitel dieser Arbeit versucht die Schätzer

für a und b so umzuformen, dass sich der praktische Anwender etwas vorstellen kann.

Insbesondere das im Theorieteil vorgenommene Aufspalten und Erweitern des Schätzers

b in einen Korrelationskoe�zienten � und den Quotienten der Standardabweichungen

von Reservequote und Schadenzuwachsquote hilft in der Praxis, die berechneten Schät-

zer einfacher interpretieren und mögliche unplausible Entwicklungen schneller erkennen

zu können.

Wichtigster zu schätzender Parameter ist sicherlich der Parameter �. Durch ihn wird

das Zusammenwirken von Paid- und Incurred in Form einer Korrelation quanti�zierbar.

Negative Werte für � können je nach Datenlage auftreten, sind aus praktischer Sicht

aber nie sinnvoll. Etwa würde die anschauliche Interpretation eines negativen Korrelati-

onsparameter � bei Paid im hiesigen Modell lauten, dass immer dort, wo besonders viele

Reserven vorhanden sind, eine besonders niedrige Auszahlung folgt. In der Realität wäre

ein solcher Zusammenhang allerdings äuÿerst fragwürdig.

Wie sich im Praxisteil gezeigt hat, ist es unter Umständen notwendig, als Modellierer ma-

nuell in das Verfahren einzugreifen, um sinnvolle Ergebnisse bei der Bestimmung der Best

Estimate Reserve zu gewährleisten. Im Kapitel Praktische Anwendung wurde ein solcher

Eingri� beispielsweise durch die Verwendung einer Residuenkorrelation aufgezeigt.

Mit dem hier vorgestellten Bavarian Additiv ist die Ho�nung verbunden, dass eine erwar-

tungstreue Schätzung der Reserve, die auf einer gröÿeren Information (Paid und Incurred

Abwicklung) beruht, zu besseren Prognoseergebnissen führen kann.
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